CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 27 de Enero de 2001
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Al pegar los bordes rectos de un sector circular de radio L y angulo

central # (vedse figura) se forma la superficie lateral de un cono. Encontrar el valor
de 6 para el cual el volumen de dicho cono resulta maximo.

P

Solucion. El volumen del cono, cuya base es un circulo de radio r y cuya altura es
h, viene dado por V = 37rr2h La construccién del cono implica que h = v/ L? — r2.
Ademas, la longitud del borde circular del sector es 8L, y coincide con la longitud de
la circunferencia base, cuyo radio es r, del cono. Es decir, 2nr = 0L, lo que implica

6L 02> 02
= h? =17 — =I?(1-
" 2 — 472 472

El volumen del cono, en funcién del angulo 6, es

7r92L3 62 o fo
1272 \/ 472 127r\/ 472’

Calculamos la derivada en el intervalo abierto (0,27),

6€5>
40° — 2
V' (6) = 2 < i/

127 9o
T
Si V' (#) = 0, entonces
36° 30° 82
3 _ 3 _ _ p2

luego el 4nico punto critico en el intervalo (0,27) es

2v/2 2T

9*:—7]':

N

Observemos que V (0) =V (27) = 0, siendo V (#) > 0 en el intervalo (0, 27). Por
ello, V (0*) es el inico méximo absoluto de V' () en el intervalo cerrado [0, 27] .

6.



Ejercicio 2. Sea un sélido generado haciendo girar la regién acotada por la curva
y = 22/2, y la recta y = 2, alrededor del eje OY. Se desea perforar un orificio
circular, centrado en el eje de revolucion, de manera tal que dicho sélido pierda un
cuarto de su volumen. Calcular el didmetro que debe tener dicho orificio.

Solucién. La regién es A= {(z,y) e R*: 0 <2 <2, 2?/2<y<2}.

2

1.5 hx

1
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Usando el método de las capas, el volumen del solido sin perforar es

2
V:27r/ xh(x) dz,
0

donde h (z) = 2 — 22/ 2. Entonces, el volumen es

2 72 2 7472
V:27T/x<2——> dxzw/ (4x—:c3)dx:7r[2x2——] = 4.
0 2 0 4 0

Sabemos que al ser perforado, el sélido pierde un cuarto de su volumen, es decir .
En consecuencia, el volumen V' del sélido perforado es 3w. La regiéon que genera este
solido es A" = {(z,y) e R? :r <z <2, 2?/2 <y <2}. Por tanto el volumen V’,
usando el método de las capas, es

2 e 2 r4
V/(T):ﬂ'/ (4x—x3) d$:71'[2$2—z] :7r<4—27“2+z),

donde 0 < r < 2. Para calcular el radio r del orificio, debemos resolver la ecuacién

4
7r(4—2r2—|—rz> =3r<=r*—82+4=0.

Si elegimos s = 12, obtenemos s? — 8s +4 = 0, con 0 < s < 4. Sus raices son

:8i— V24_16:4:|:2\/§‘

S

Dado que 4 + 2v/3 > 4, tenemos que s = 4 — 24/3, por lo que el radio del orificio es
r=+v4-—2V3 y su didmetro es d = 2/ 4 — 2\/§.



Ejercicio 3. Sean A y B los puntos donde se cortan las curvas y? = 223, z2+y? = 20.
Calcular la longitud de la curva cerrada OABO formada con los correspondientes
trozos de las curvas anteriores, siendo O el origen de coordenadas.

Solucién. Las ecuaciones de las curvas son 2 4 3% = 20, y? = 223, por lo que los
puntos que pertenecen a las dos curvas verifican la ecuacién z? + 223 = 20, que es
equivalente a 223 + 22 — 20 = 0. Buscamos soluciones enteras y comprobamos que

2 1 0 =20
2 4 10 20
|2510 0

Entonces, x = 2 es una solucion de la ecuacién y ademas
20° + 2 — 20 = (z — 2) (22° + 5z + 10) = 0.

El discriminante de la ecuacién de segundo grado es b? — 4ac = 25 — 80 < 0, luego no
tiene soluciones reales y la tnica solucion real de la ecuacién de tercer grado es x = 2.
Esta solucién implica que y? = 16, por lo que y = 44, siendo A = (2,4) y B = (2, —4)
los puntos donde se cortan las curvas. Para utilizar la simetria de las curvas, vamos
a considerar el punto C = (\/%, 0)7 que es la interseccion de la circunferencia con el
eje .

La longitud de la curva cerrada es
[(OABO) =2[(OAC) =2(I1(OA) +1(AC)).

Las longitudes de las curvas vienen dadas por

2

donde y? = 223, 2% + y2 = 20. Derivando de forma implicita, obtenemos

322\° 9z 9
r 2 N2 o -
2y1y; = 62" — (yl) = <I) T o3 5567

—z\? x?
2+ 2y =0 = ()’ =(—) = =——.

3



A continuacién, calculamos las integrales

on= [z (5) ()

:%(10@—1).

1(AC) / i+ 2O_x2da:—/ s d
[ e (5]

=2V5 (— — arcsen ﬁ)

En conclusion, la longitud de la curva cerrada es

[ (OABO) = % (10@ - 1) +4V5 (g — arcsen %) :

2

()"

0




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 27 de Enero de 2001
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 4.
Estudiar la convergencia de la integral

/°° Tx+ 3
L
o % (1+2?)

segun los valores de a € R.

Solucién. Consideramos las integrales impropias

o743 © Tr+3
L= —/—= _dz, L= —" dax
! /oxa<1+x3> R / (a8

Para analizar la convergencia de I, calculamos

Tr+3
a 3 P
i 2ot e 243 g
z—0t i z—0+t ¢ (1 + 173)
P

si p = a. Entonces, el caracter de I; es el mismo que la integral

Tl
— dx.
0o ¢
Dado que esta tltima integral converge si y sélo si —a > —1 < a < 1, tenemos que
I; converge si y sélo sia < 1.
Para analizar la convergencia de I, calculamos

T+ 3
a 3 P (7 3 TPt 1 3P
T € ) RS YN (k) O ek
T—00 i z—00 L8 (]_ + CU3> 200 xa+3 + o
P

sip+1=a+3, es decir p = a + 2. En consecuencia, el caracter de I, es el mismo

que la integral
<1
/1 po; dz,

que converge siy sélosia+2 >1&a > —1.

Entonces, la integral converge si y sélo si —1 < a < 1.



Ejercicio 5. Determinar los valores reales de x que hacen que laserie °°°  (n 4 1)°z

sea convergente y hallar su suma en dichos puntos. Aplicar el método de Newton,
. .2 <2 0o 2 n

con zy = 0, para aproximar la solucién de la ecuacién > >~ (n+1)" 2" = 2.

Solucion. El radio de convergencia de la serie de potencias es

oy DT i 2nt]

R = lim = lim =
n—oo 014_2)2 ngxw112%—4TL4-4

n—oo

Qp+1

En los extremos x = 41, no se cumple la condiciéon necesaria de convergencia
de series porque lim, o |a,z"| = lim, . (n + 1)2 = oo. Entonces, el intervalo de
convergencia es (—1,1).

Para calcular la suma de la serie en los puntos |z| < 1, sabemos que

o
Ex”:

n=0

para |z| < 1. Entonces, tenemos que

im ot (Zx ) _ _(ligC) -

Derivando de nuevo,

inQ o1 A (( i )Z(l—x)2+2x(1—x)_ 1+x

dr \ (1 —z) (1—az)* C(1-2)*

para |z| < 1. En consecuencia, obtenemos

= 1
Z n+1)%*z" = an n-l L:vg
n=0 x)
Aplicamos el método de Newton a la ecuacién 2 (1 — x)?’ = 1+ x, equivalente a
f(x) =0, para f(z) = 22® — 62% + 7z — 1. A partir del punto xq = 0, la iteracién

Tpy1 = Tp — f/($ )7
n

donde n > 1, nos proporciona las siguientes soluciones aproximadas:

21 = 0.1428571429,
2o = 0.1644204852,
75 =0.1648774497,
24 =0.1648776515,
25 =0.1648776515.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 13 de Junio de 2001
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Obtener la expresion en que se transforma 2, +225, 42y, al cambiar
las variables independientes (x,y) por (u,v) y la funcién z por w, considerando
que unas y otras estdn relacionadas por

u—+wv uU—v u? —v?
fry s y: s z =
2 2

X

Solucién. En primer lugar, obtenemos u = x +y, v = x —y. A continuacién,
calculamos

Zy = ZylUg + Z2yUp = 2y + 2o,

Zy = Zylby + 2yVy = 2y — Zy-
Usando estos resultados, obtenemos

(fo):r = (zfr)u U’IE + (Zm),u UIE = Zuu + Zvu + Zuv + Z’U’L}y
(zfr)y = (Z:r)u Uy + (Zm)v Uy = Zyy T Zyu — (Zuv + 2o0)

(Zy>y = (Zy)u Uy + (Zy)v Vy = Zyu — Rvu — (Zuv - Z’uv) .
Suponiendo que las derivadas cruzadas coincidan, tenemos que
Zyg + 225y + 2yy = 424y

Finalmente,

2u i 1
Zy = — —w, y ademds z,, = 3~ Wy -

4

Entonces, la expresion transformada es 2 — 4w,,,.



Ejercicio 2. De entre todos los planos que contienen al punto (a, b, c) situado
en el octante positivo, determinar el que hace minimo el volumen del tetraedro
que forma con los planos coordenados.

Solucién. Consideremos el tetraedro cuyos vértices son (0, 0, 0), («, 0,0), (0, 3,0)
y (0,0,7). Calculamos su volumen integrando el drea de las secciones, que son
tridngulos de vértices (x,0,2), (0,y,2), (0,0,z2), donde 0 < z < . Es decir,

N
1% :/ A(z) dz, donde A(z) = %a:y.
0

Sabemos que el vértice (z,0, z) es un punto de la recta contenida en el plano
y = 0, que pasa por (a,0,0) y (0,0,7). La ecuacién de esta recta es x — a =

o . o . .
— | z, es decir . = a— —z. El vértice (0, y, z) pertenece a la recta contenida en
Y v
-3

el plano x = 0, que pasa por (0, 3,0) y (0,0,7) . Su ecuacién es y — = (7> z,

es decir y = 3 — ﬁz Entonces,
Y

El volumen del tetraedro es
[V (af ap af fap  ap2?  aB 2]
V_/O(Q_WZJFZ“Y?Z dz = 2z—72—|—27230

_aby _aBy  ofy
2 2 6

1

Si Ax+ By+Cz+ D = 0 es la ecuacién del plano no coordenado que contiene
a los veértices (a,0,0), (0,3,0) y (0,0,7), tenemos que

Aa+D =0, B6+D =0, Cy+ D =0.

D D
Estas ecuaciones implican que A = ——, B = _E’ C = ——, por lo que la
«Q Y
ecuacion del plano es
D D D
——x——y——z+D:O<:>£~l—g+i—1:O.
a 7y a [



En consecuencia, debemos resolver min %Ozﬁ’y, entre los planos con vértices en
los puntos (a, 0,0), (0,,0), (0,0,7) y que contienen al punto (a,b,c). Es decir,
obtener el minimo de f («, 3,7) = %aﬁy sujeto a la restricciéon

a b ¢
a.fy)=—+—=+--1=0.
g(a,8,7) at5ts

Usando multiplicadores de Lagrange, tenemos que V f = AVg implica

1 a 1 b 1 c
667 042’ 60[7 /62’ 6aﬂ

A partir de ellas, obtenemos

1 a 1 b 1 c
Cafy =M=, afy=-A=, —afy=—\- 1
6@57 = 6aﬁv 5 6a57 (1)

Sumando las tres ecuaciones y usando que g (a, 3,7) = 0,

b ¢
Zafy = -\ =
aﬁ7 ( 8 7)

Si sustituimos el valor de A en las ecuaciones (1) tenemos que
a=3a, f=3b, v=3c

El plano que hace minimo el volumen es el que contiene a los puntos (3a, 0,0),
(0,3b,0) v (0,0,3c), cuya ecuacién es
Y Y

SR AR P o3
+%+ —+ 5+

1
El volumen minimo es V = 6 (3a) (3b) (3¢) = gabc.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 13 de Junio de 2001
SEGUNDA PARTE
Ejercicio 3. Sea S el trozo del cono 2% = y2+ 22, interior al cilindro 2% +%? = a?
y situado en el octante positivo > 0, y > 0, z > 0. Calcular el drea de S.

Solucion.
(A) Usando coordenadas cilindricas © = rcost, y = rsent, tenemos que

z=/22 —y2 =Vr2cos?t — r2sen?t = rv/cos 2t,

™
donde cos 2t > 0, cost > 0y sent > 0 implican que 0 < t < —. Ademss, el trozo
2

de cono es interior al cilindro, por lo que 7% cos?t + r?sen?t < a2, es decir, r < a.

Entonces, la parametrizacién de S es

T
S(r,t)= (rcost,rsent,r\/cos%) , 0<r<a, 0<t< 1
Obtenemos un vector paralelo al vector normal a la superficie mediante
i j k
S %S — cost sent +/cos2t
roet rsen 2t

—rsent rcost —

v/ cos 2t

rsentsen 2t r costsen 2t
= <—— — rcostVcos 2t, ———— — rsentVv cos 2t, 7“)
v/ cos 2t v/ cos 2t

<—rsentsen2t —rcostcos2t rcostsen2t — rsentcos?2t >
,T

v/ cos 2t ’ v/ cos 2t

<—r cost [2sen?t + cos 2t] rsent[2cos? t — cos 2t] )
= 77’

v/ cos 2t ’ v/ cos 2t

—rcost rsent

= ) 7r N
<\/0082t Vcos 2t )

A continuacién, calculamos

r? 1+ cos 2t
S’l‘ X S 2 = 2 fry 2 S — .
H t” cos 2t tr r cos 2t

Entonces, el drea de S es

w/4  pra w/4  pa 1 21t
drea(S):/ / 1S, % S| drdt:/ / B LY
0 0 0 0 cos 2t
_ r a/”/4 /1+0082tdt:a_2/7r/4 /1+C082tdt.
21,Jo cos 2t 2 Jo cos 2t



Dado que 1+cos 2t = 2cos?t y cos 2t = cos?t—sen?t = 1 —2sen?t, la integral

/4 1+ cos 2t /4 V2 cost L du .
——dt = ——dt = ——— = |arcsenul, = -,
0 cos 2t o V1—2sen?t 0 V1—u? 2

., a
donde u = v/2sent. En consecuencia, drea (S) = ——= = —.

(B) Usando coordenadas cartesianas (y, z), tenemos que = = /y? + 22. La su-
perficie S es interior al cilindro, por lo que 22 4 y? = 2y + 22 < a%. Entonces, la
parametrizaciéon de S es

Sy, z) = ( y2+z2,y,Z>, (y,2) € D,

donde D = {(y,2) € R?: 2y? + 2% < a? y >0, z>0}. A partir de la ecuacién
2 = y? + 2%, obtenemos 2zx, = 2y, 2zz, = 2z, lo que implica

El area de la superficie es

2 2
drea(S)z//,/l#—:Eg—l—mgdydz://\/14-y ;_22 dydz
D D
://ﬂdydz,
D

porque y? + z? = 22. Observemos que

2 2

L+ 5 <1
a

(&)

Entonces, [, dydz es el drea de la cuarta parte (y > 0, z > 0) de la regién

wa?

. . . a . ‘
encerrada por una elipse de semiejes — y a. Dicha drea es —=, por lo que

V2 42

22 + 2° < a® =

ra?  mwa?

area (S) = 2m: 1



Ejercicio 4. Sea F el campo vectorial F (z,y,2) = (22, zy,72) y sea S la
superficie del ejercicio anterior. Calcular la integral [ gTot F'-ndS, con la normal
exterior al cono, directamente y usando el teorema de Stokes.

Solucién. En primer lugar, calculamos el rotacional del campo F,
i j k
rot F =V xF=|D,D,D,| =(0,—z7y).
2?2 xy w2

(A) Usando coordenadas cilindricas, la parametrizacién de S es

S(r,t):(rcost,rsent,r\/cos2t>, 0<r<a, O§t<%,

—rcost rsent
STXSt: < >

) 7r
Vcos 2t +/cos 2t

Dado que en el punto S (a,0) = (a,0,a), el vector S, x S;(a,0) = (—a,0,a)
apunta hacia el exterior del cono, tenemos que la normal exterior a S tiene el
mismo sentido que S, X S;. En consecuencia,

rot F'-ndS = (rot F') (S (r,t)) - (S, x St) drdt
= (0, —rv/cos 2t, r sen t) - (Sy x Sy) drdt

= (—7“2 sent + 72 sen t) drdt = 0.

//rotF-ndS:O.
S

El teorema de Stokes asegura que

//rotF~ndS:]{F~dr,
c
s

donde C' = C; U Cy U C;5 es la curva frontera de S. La parametrizacién de C es

r1(t) = S (a,t) = <acost,asent,a\/0082t> , 0<t< %

La integral pedida es

™

a a
Como ry (0) = (a,0,a) yr (—) = <—, —,0) , la orientacion inducida por

la normal exterior al cono coincide con la orientacién de C;. Dado que

Flr (t)] = <a2 cos’t,a’sent cost, a* costv/cos 2t> )

, asen 2t
ry(t) = [ —asent,acost,— ,

v/ cos 2t




su producto escalar es

Flri(t)] -7} (t) = —a’sentcos®t + a®sent cos®t — a® sen 2t cos t

= —2a’sentcos?t.

Calculamos la integral de linea

cos® t] /4

m/4 w/4
/ Flri(t)] -y (t) dt= 2a3/ cos’t (—sent) dt = 2a® { 3
0 0

Fea)-+(¥-3)

La curva Cs es la interseccion de S con el plano z = 0, es decir el segmento de

a a 0
V2 V2

0

la recta y = x que une los puntos < ) y (0,0,0). Una parametrizacién

de Cy es

a a a
=(—=—t,—=—t,0), 0<t<—.
2 (?) <ﬁ 2 ) V2

La integral de linea es

2

/OﬁF[rg(t)]-r'Q(t)dt:/[)%—2<%—t)2dt:2 <\%T
_2a __\/§a3
322 6

La curva Cj es la interseccién de S con el plano y = 0, es decir el segmento
de la recta z = = que une los puntos (0,0,0) y (a,0,a). Una parametrizacién de
Cszesrs(t)=(t,0,t), 0<t<a,y laintegral de linea es

/Oap[rg(t)].rg(t) dt:/0a2t2dt:2 E}:%‘Lg

0

j[F-dr:/ F-dr+/ F-d?“~|—/ F -dr
C Cl Cg CS

_ (\/§ 2) B V2a3 243

Finalmente,

= —o
6 3




(B) Usando coordenadas cartesianas (y, z), la parametrizacién de S es
Sy, z) = ( y2+z2,y,Z) , (y,2) €D,

donde D = {(y,2) e R? : 2y + 22 < a?®, y >0, z > 0}. Calculamos el producto
vectorial

i j k
sxs - |vrrE L0 (o2 =
X O, = + z = , , .
Y yz . \/y2+22 \/y2+22
/y2 +22
En el punto S (0,a) = (a,0,a), el vector S, x S, (0,a) = (1,0, —1) apunta
hacia el interior del cono. Entonces,

Y z
rot F'-ndS = (0,—z,y)- | —1, , dydz =0,
( & < VY + 22 \/y2+z2> Y

//rotF-ndS:O.
S

Para usar el teorema de Stokes, debemos calcular

j[F-drz/F-d?%—/ F-d?“~|—/ F-dr,
C C1 Cs Cs

donde las curvas C},Cs y C3 se han analizado previamente. Dado que las inte-
grales de linea sobre las curvas C; y C3 se pueden calcular de manera andloga
al caso (A), vamos a parametrizar la curva C;. Sabemos que los puntos de C
verifican las ecuaciones

por lo que

2y° + 2* =d?,

y2 + 22 =22

Entonces 22 = a? — 2y%, 2% = a® — 4?2, por lo que
a
r = a? —y2y, a2—22>,0§ < —,
1 (y) (\/ Y2,y a? — 2y V<5

es una parametrizacién de la curva C;. Como r; (0) = (a,0,a) tenemos que
su orientacién es la inducida por la normal exterior al cono. A continuacion,
calculamos

Flr(y)]= <a2 — % yva® — 2 Va? —y?\/a? — 2y2) ,

/ _ -y —2y
Tl(y)_<\/a2_y271a \/a2_2y2> .

8




Su producto escalar es

Flri(y)] - (y)=—yva® —y* +yva? — y? — 2y\/a? — y?

=2 (a2 . y2)1/2.

La integral de linea es

/ F.dr:/ﬁ —2y (a® —y2)1/2dy = g [(a2 —y2)3/2]
Cy 0

()] -5 ) (7

2
3

40 Db 40 Dp 40 Dp 40 p 40p 40 Db



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen Final. 7 de Julio de 2000
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Entre todos los rectangulos del plano Y OZ, inscritos en la pardbola
z = a® — y? (siendo a > 0) y con base en el eje OY (ver figura 1, en la pdgina
2), calcular el que tiene drea maxima. Justificar la respuesta. Para cada valor
xo € [0,1], consideremos la pardbola del tipo anterior contenida en el plano
T = g y cuyo vértice estd en el segmento que une los puntos (1,0,0) y (0,0,1).
Construimos el sélido cuya seccién con cada plano x = xy es el rectdngulo de
drea maxima inscrito en la pardbola considerada en dicho plano (ver figura 2, en
la pdgina 2). Calcular el volumen de dicho sélido.

Solucién. El drea del rectdangulo, inscrito en la pardbola z = a? — 2, es
Aly) =2y (®> —y®) =2d’y —2°, 0<y<a.

Los puntos interiores, candidatos a extremos, verifican

0= A" () =2a2 — 61° = 2 (a® — 3°) = y = ——
(y) y ( y?) v="7

Evaluamos el drea en el punto critico y en los puntos y = 0, y = a, obteniendo

a 2a¢>  2a® 4q3
A(ﬁ) :%—3—\/523—\/§>A(0):A(a)20.

. a . 4 3
Entonces, el drea méxima se alcanza en y = —=, siendo —= (a?)? , donde a? es

V3 3v3

la distancia del origen al vértice de la pardabola.

A continuacién, calculamos el volumen, integrando el drea A (x) de cada sec-
cién en el intervalo [0, 1] . Dado que el vértice de cada parabola estd en el segmento
r+z=1, 0 <z <1, ladistancia del plano z = 0 al vértice es z = 1 — x. Usando
el resultado anterior, el drea maxima es

4
3v3

En consecuencia, el volumen pedido es

V:/OIA(x) dm:/013;\4/§(1—m)% o= [-%(1—:@)3}::%.

Al(x) (1—x)%.



2
z=a"-y

Figura 1

\Z

'(0,0,1)

~
4\\

Figura 2



o0

Ejercicio 2. Se considera la serie de potencias E . (2" — n) 2. Calcular su
n=

radio de convergencia, su dominio de convergencia y su suma en dicho dominio.

Solucién. Calculamos el radio de convergencia mediante

n

a 2mt — -3 1

R=1 =1 = lim —%— = —.

nl_)IIolo (i1 nl—>nolo 2nt2 — (n+1) nl—{go 9_ n+1 2
on+1

Entonces, la serie es absolutamente convergente para = € (—1/2,1/2), divergente
para |z| > 1/2, y debemos analizar que ocurre en los puntos z = 1/2y x = —1/2.
En primer lugar, si x = 1/2, el término general es

n+1
(2”*1—71) Inzzz—nn:2—2£n
que no tiende a cero, sino a 2, por lo que la serie no es convergente. En el otro
extremo, por igual razon, el valor absoluto del término general tiende a 2, en lugar
de tender a cero, y tambien resulta una serie no convergente. En conclusion, el
dominio de convergencia de la serie dada es el intervalo abierto (—1/2,1/2).
Para calcular la funcién s(x), suma de la serie en el intervalo de convergencia,
descomponemos s(z) = s1(z) — so(z), donde

o o
s1(z) = Z L g sy() = an”
n=0 n=0

Para sumar la primera serie, basta observar que es una serie geométrica de
razén 2z y primer término 2, por lo que,

= 2
= 2 (22)" = .
i) = 322 (20" = =
Para sumar la segunda serie, tenemos que
= — d [ d 1 x
n n—1 n
Sa(x) = nx" =x ne" " =r— | =r— = .
2(7) ; ; dx <n§_% ) dx (1—:5) (1—x)?
Finalmente, resulta
2 T 2 — b + 422

() = 1(0) = 52(0) = T3~ e = T



Ejercicio 3. Obtener la ecuacion en que se transforma la ecuacién de Laplace

Pu  Pu_
ox2 Oy

donde u = u (z,y), con el cambio a coordenadas polares © = r cost, y = rsent.

Solucién. Usando la regla de la cadena, calculamos las derivadas parciales

@—@cost—%@se t
or Oz oy nh
Ou  Ou

— =—(—rsent) + Gu (rcost)
ot  Ox oy '

A continuacién, y suponiendo que las derivadas cruzadas coinciden, obtenemos

Pu 0 (Ou . du ; Pu 49 0*u Leost 4 0*u 2,
—=— [ =cost+ —sent | = — cos sentcost + — sen” t.
or?2  Or \ Oz Jy 0x? 0x0y Oy?

@—2 @ ——g % rsent—%rcost—i-2 @ rcost—@rsent
otz ot\ot) ot \ox ox ot \ dy dy

0*u 0?u ou
=— @(—rsent)—k (rcost) | rsent — —rcost

0yox ox
+ ( Ou (—rsent) + P (Tcost)> rcost — @rsent
0x0y Oy? oy
uo, Pu Pu 5, du du
= @T sen”t — 28xayr sentcost + a—y27" cos“t—r (% cost + 8_y sent) .

En consecuencia,

Pu  10%u 0Pu 0*u  10u

o TR a2 oy ror

Por tanto, la ecuacién de Laplace, en coordenadas polares, es

u 10u 10%u 0*u Bzu_

oy o — 0.
or? +7"8r +7“2 ot? 0x? + 0y?




Ejercicio 4. Sea C una curva cerrada simple que encierra una regién D.
(a) Demostrar, usando el teorema de Green, que

1
area (D) :?{xdy:%—ydmZE%xdy—ydx
c c c

(b) Usando una de las anteriores integrales de linea, calcular el drea del interior

2

.r oy
de la el — +==1.
eaelpse4-|~5

Solucién. (a) El teorema de Green asegura que

j[Cde+Qdy=é/(Qx—Py)d:cdy.

Si elegimos (P, Q) = (0, x), entonces

?{xdy: //dacdy:drea(D).
c D

Si elegimos (P, @) = (—y,0), entonces

j[—ydx: //d:vdy:drea(D).
c D

Usando los dos resultados, obtenemos

%xdy—ydx:%xdy—i-%—ydx:2drea(D).
c
c C

(b) Parametrizamos la elipse de semicjes a = 2 y b = /5, mediante
r(t) = <2cos (t),ﬁsen(t)) , 0<t<2rm.

Entonces z (t) = 2cos (t), y(t) = v/5sen (), luego

1 I ) )

— ¢ xdy —ydr= 3 (2\/5(:08 (t) + 2v/5sen (t)) dt
c 0

2
2
=5 / dt
0
= 2\/57?.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen Final. 7 de Julio de 2000
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 5. Sea f la funcién definida por

f(z) = {x—xZCos (g), six#0,

0, si z=0.

(a) Obtener las funciones derivadas f’ y f”, junto con sus respectivos dominios.
(b) Encontrar las rectas tangentes a la graficade f,enxz =0y z = 1/2.

(c) Calcular los polinomios de Taylor de orden 2 de f, centrados en z = 0 y
x = 1/2, cuando existan. Estudiar si f alcanza un extremo en z = 1/2 y, en ese
caso, clasificarlo.

Solucién. (a) Si x # 0, entonces
f'(x)=1— 2z cos (W> + 2% sen <z> <—12>
x T

=1—2xcos (Z) — T sen (z) .
T T

Si x = 0, calculamos el limite

8|

h—h2cosz
. f(h)=f(0) . (h)
/_ ——
L -

. T
:l—hiI(l)hCOS(E)—l.

Calculamos la derivada segunda, para x # 0,

1" (x) = —2cos (%) _2r sen (g) + Z—zcos (g) )

T

En el punto = 0, el cociente incremental para f’ es

L0 -y (5) o)

El lfimite de la expresion anterior no existe cuando h — 0. Por ello, f no tiene
derivada segunda en x = 0.

Los dominios de f" y f" son, respectivamente, R y R\ {0}.

(b) La recta tangente en z = 0, es
y=F0)+f(0)z ==z

6



1
La recta tangente en z = > es

)@

(c) Como f no tiene derivada segunda en x = 0, no existe polinomio de Taylor

de f de orden 2 en x = 0. En el punto x = 3 tenemos

s ()or (e Do (1)

L ee o (x—%>2>0.

Ny

1
Dado que f’ <§> 0y f” <—> > 0, la funcion f tiene un minimo local

estricto en x =

Gréfica de la funcién f



Ejercicio 6. Calcular, con un error menor que 0.01, un valor aproximado de la
integral

VE )
I:/ sen x“ dz,
0

(VB

utilizando la regla de Simpson

Solucién. Calculamos las cuatro primeras derivadas de la funcién integrando
para obtener una cota del error cometido al aproximar con la regla de Simpson

f(x)=sen z?
f'(x) =2z cos x*
f"(x) =2 cos 2* 4x sen 2°,
f!"(x) = —12zsen@?® —8x 'cos?;
f(z) = —128enz? —

48x% cosl® 4 1624 sen "

El siguiente paso consiste en encontrar un cota de la derivada cuarta, en el
intervalo de integracién

‘f ‘ <12 ‘sen@zufmr 48:52%05@2%[# 16x4ﬂsen@2“[
2
<12+ 485 + 162

4
<12 + 247 + 472 < 127

La férmula de la cota del error asegura que

r)5/2
(b—a)’ @ 127 (%) 2.1819
E|<~——m < :
Bl < 180n4 ax }f (m)‘ 180n4

A
. 2.1819
Para conseguir que |E| < 0.01, es suficiente que n sea tal que

<0.01,
n4
o lo que es igual, que n* > 218.19. Dado que 3* = 81, 4* = 256, elegimos el
menor entero que satisface la desigualdad, es decir n = 4. Aplicando la férmula
de Simpson,

Iz—b_a

3 [f(zo) +4f(z1) +2f(z2) +

o+ Af (1) + f@a)],
a nuestro problema, tenemos que h = (b—a)/4 = /5 /4, luego

\/F 7\ 2 2 \/7 2
~ V2 Va2 V2 V2 —
=S 1 0+4sen< 1 ) + 2sen (2 1 > + 4sen (3 1 > +1 0.5483.

Las férmulas de cuadratura de MATLAB nos proporcionan I = 0.549276
que indica que el error cometido es, aproximadamente, una milésima

oy

., lo



Ejercicio 7. Hallar la distancia minima entre la elipse 22 + 2y? = 6 y la recta
T +y=>5.

Solucién. Los semiejes de la elipse 22 + 2y> = 6 son a = v/6 y b = /3. Por
ello, todos los puntos de la elipse estdn en el semiplano z + y < 5. Entonces, la
distancia d entre un punto P = (z,y) de la elipse y la recta z +y —5 =0, es

ax+by+ecl |r+y—-5 S5-—xz—y

VAR A V2

Para encontrar los extremos de la distancia de la recta a la elipse, definimos
la funcién lagrangiana

d(z,y)

51—
L(m,y,)\):#+)\(m2+2y2—6).

V2

Las condiciones necesarias para extremos condicionados son

oL 1
—=——+42)\z =
O \/§+ =0,
oL 1

— =——+4\y =0,
Oy V2 Y

oL 9

—_— 2 _— p— .
B ' +2y"—-6=0

Las dos primeras ecuaciones implican

1
20 =4 \y = —

\/57
luego A # 0, z = 2y. Entonces, la ecuacién 2% + 2y?> = 6, implica 6y> = 6,
por lo que y = +1. En consecuencia, hemos obtenido los puntos P, = (2,1) y
P,=(-2,-1).
Finalmente, evaluamos la distancia a la recta en los dos puntos para determi-
nar los valores mayor y menor,

La distancia minima se alcanza en P, = (2,1) y es /2, y la distancia mdxima
se alcanza en Py = (—2,—1) y es 4+/2.



Ejercicio 8. Calcular el flujo del campo vectorial F(z,y, z) = (z,y, 2) , a través
de la porcién del cilindro parabélico z = z2, limitada por los planos z = a?
(a>0),y=0, y=>b>0, orientada de forma que la componente z de la normal
sea negativa. Comprobar el resultado, utilizando el teorema de la divergencia.

Solucién. Teniendo en cuenta que z = z? < a? implica que |x| < a, usaremos la
parametrizacién dada por S (z,y) = (z,y,2%), donde —a <z <a, 0<y<b.
En primer lugar, obtenemos un vector paralelo al vector normal n mediante

k
22| = (—2x,0,1).
0

Sg X Sy =

O = e
— O e

Observemos que S, x S, tiene componente z positiva, luego tiene sentido
opuesto a n. Por tanto

F-ndS=F(S(z,y)) (S xSy) (x,y) dedy
=— (x,y,xQ) - (=2,0,1) dx dy
=z2dz dy.

La integral de flujo a través de S, es

a b 37a 2
//F-ndS:/ /xdedy:br—} — 243,
s 3] .73
S

Colocando un techo Ty dos paredes laterales P! y P? a la superficie S, de
forma que SUTUP'U P? sea la frontera del sélido €2, podemos aplicar el teorema,
de la divergencia de Gauss.

La superficie S

2
El flujo de F a través de S, con la normal exterior n, es flu(S) = =a’b. A

continuacioén, calculamos los flujos exteriores a través del techo T y las paredes
Ply P2 El techo T (z,y) = (z,y,a*), donde —a < x < a, 0 <y < b. Entonces,
T, x T, = (0,0, 1) tiene orientacién exterior, por lo que

F-ndS = (x,y,az) -(0,0,1) dody = a® dz dy.

10



La integral de flujo es

flu(T //F ndS = /_a/adxdy—ab[]a:2a3b.

La pared P! (z,z) = (2,0,2), donde —a < z < a, 2z < 2 < a®. Entonces,
P} x P} =(0,—1,0) tiene orientacién exterior. Por tanto

F-ndS = (z,0,2)-(0,-1,0) dedz = 0.
La integral de flujo es flu (P') = 0. Finalmente, la pared P? viene dada por

P?(z,2) = (2,b,2), donde —a < z < a, 2? < z < a® Entonces, el producto
vectorial P? x P? = (0,—1,0) tiene orientacién interior. Por tanto,

F-ndS=—(z,0,2)-(0,—1,0) drdz =b.

La integral de flujo es

El flujo exterior a través de la frontera del sélido €2 es la suma
2 4
flu(S) + flu(T) + flu (P") + flu (P?) = gagb + 2a%b + ga?’b = 4a°b.

La divergencia del campo es div (F) = 3. Calculamos directamente

a b a?
///div(F) dxdydz:/ // 3dzdydx
Q —a JO Jz2
a b
=/ / 3(a2—m2) dy dx
—a JO

:3b/ (a2 — x2) dx
=4a°b.
El resultado queda comprobado porque el teorema de Gauss afirma que el

flujo exterior a través de la frontera de 2 coincide con la integral triple de la
divergencia del campo F.

< % » <% » <% > <% > < % » <% »

11



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Exzamen Parcial. 26 de Enero de 2000
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Se considera la elipse

.772 y2
S +tm=1L

Determinar, de entre los triangulos isdsceles inscritos en dicha elipse, con un vértice
en el punto (0,b) y base paralela al eje OX, el que tenga drea méxima.

Solucién. Sea (z,y) un punto de la elipse. Entonces, el drea del triangulo de vértices
(0,5), (=2,9), (@,y) es A= bhj2 =2 (b—y), 0 <z < a, —b <y < b. Dado que

z = ay/1— (y/b)? obtenemos A (y) = (a/b) /b2 —12(b—y), donde y € [=b,0].
Calculamos la derivada en el intervalo abierto (—b,b),

all 1 1
Ay =7 |50 =) 2 (=2) b—y) = (" =)
_a|=ylb—y) — (¥ —y?)
I (b — 42)? |
_a|b—y)(-y—(b+y)
b| (B2 — 42)? |
_al(b—y(=2y—0b)
bl 12— y2)?
Si A" (y) = 0, entonces 2y = —b, luego el dnico punto critico en el intervalo

(—b,b) es y* = —b/2. Observemos que si —b < y < —b/2, entonces 0 < —2y — b. Si
—b/2 <y < b, entonces —2y — b < 0. Por lo tanto, A’ (y) cambia en y* de positivo a
negativo y el criterio de la primera derivada asegura que A (y*) es un méximo relativo.
Ademas, A (—b) = A(b) =0, y el area es una funcién no negativa. En consecuencia,
A (y*) es el inico méximo absoluto de A (y) en el intervalo cerrado [—b,b] .

La coordenada z* = ay/1— (y*/b)*> = a/1—1/4 = a\/3/2. Los vértices del
triangulo isésceles de drea maxima son

El 4drea maxima es



Ejercicio 2. Se desea calcular un punto critico de la funciéon xcosz. Aplicar el
Método de Newton a la funciéon adecuada para obtener, partiendo de zo = 1, dos
cifras decimales del punto critico buscado. Explicar todos los pasos realizados.

Solucion. Los puntos criticos de una funcion son aquellos en que la derivada se anula
o bién no existe. Para la funcién dada, que es indefinidamente derivable en toda la
recta real, seran los ceros de su derivada, que es la funcion

d
f(z) = e (xcosx) =cosx —xsenx

Notemos, en primer lugar, que

f(0)=1>0,
f(1)=cos1l —senl = —0.30117 < 0,

y que para z € (0,1), por ser cosz > 0, senz > 0, = > 0, se verifica
f(z) = —2senz — xcosx < 0.

Por tanto existe un unico ¢ € (0, 1) tal que f(c) = 0.
Intentaremos aplicar, por tanto, el Método de Newton para calcular un cero de la
funcién f(z) tomando como punto inicial el dado. Se tiene, como hemos dicho,

f(z)=cosxz — xsenz,

f'(x)=—-2senz — xcosx,
de donde, para zy =1,

f(1)=cos1l —senl = —0.30117,
f'(1)=—2senl —cos1 = —2.2232,

y, finalmente resulta, para la primera iteracion,

flxo) _ =030

—1— —= —10.86453 ~ 0.86
(o) —2.22

Ty = T —

Para realizar la segunda iteracion calculamos

£(0.86) =6.9286 x 10*,
f'(0.86) = —2. 0768,

de donde
£(0.86)

1'(0.86)
Al repetirse las dos primeras cifras decimales, las damos por buenas y detenemos
los calculos.

9 = 0.86 — = (.86033 ~ 0. 86.




Ejercicio 3. Se perfora una esfera de radio r con un agujero cilindrico (ver figura)
de modo que el anillo esférico resultante tiene altura h.

1. Probar que el volumen del anillo es V = 7h?/6.

2. Calcular la superficie total del anillo.

Solucién. El cuerpo se genera al girar una porcion de circunferencia alrededor de un
diametro de la misma. Situaremos el eje de giro en el eje OX. Si se sitia en el eje
OY, la solucién se obtiene de un modo semejante.

T

-hi2 hi2

La funcién f(z) estd definida por la ecuacién de la circunferencia 2 + y* = r?, es

decir f(z) = +/r? — 22. La funcién g(x) = f(h/2) = \/r? — (h? /4) es constante.
1. Aplicamos la férmula habitual para el calculo de un volumen de revolucién:

h/2 w2
h2
V=m / (f(m)Q—g(x)2)dx:7r/ <T2—$2—T2+Z)d:v
~h/2
—h/2

h/2 /12 2 37h/2 3 3 3
:W/ (h——xz)dxzw h—h—x—] :W(h__ﬂ>:ﬂ.
—n2 \ 4 4 3] e 4 24 6
2. El area total se obtiene como la suma de las del cilindro y la superficie esférica.
El area del cilindro S, es 2rR.h, donde el radio del cilindro es R. = /r? — (h? /4).

Por tanto, S, = 2mwh+/r?2 — (h? /4) = wh/4r? — h2. El édrea de la superficie esférica
Se se calcula con la férmula habitual que requiere el célculo de /1 + f/(z)?:

2

T 2 r r
T VIt[@ :\/1+r2_x2:\/r2_x2:m‘

72

fia) = -

Finalmente, aplicamos la férmula del area de una superficie de revolucién:

h/2 h/2 ,
Se:27r/ fX)\/1+ f'(x)?dx = 2m r? — p2———dx
" (z)v (z) o T

h/2
= 27r/ rdx = 2nrh.
—h/2

El area total sera, por tanto S =S, + S, = 7wh (27“ +4r? — h2) )



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 26 de Enero de 2000
SEGUNDA PARTE
Ejercicio 4.
1. Enunciar el criterio de comparacién por paso al limite para integrales impropias.

2. Estudiar la convergencia de la integral

= /ooxk—x+senxdx
0

T —senx

segun los valores de k € R.

Solucion. Sea I = I; + I, donde

1 [es)
T+ senzx T+ senzx
I, = ph—" de, I, = " dx.
0 T —senxy 1 T —seny

Para analizar la convergencia de I, usaremos que x + sen x =~ 2x. Ademés

3 3

senx ~ xr — — implica que x —senz ~ —

3! 3!
Teniendo en cuenta el criterio de comparacion por paso al limite, calculamos

mk(:v%—sen:t) mk( 2z )
— 3/3! 122+—2
T —senzx i x3/3 x 12,

lim = lim
z—0t T z—0t x® z—0t T

si a = k — 2. Entonces, el caracter de I; es el mismo que la integral fol 22 dz. Dado
que esta tltima integral converge si y solo si k —2 > —1 < k > 1, tenemos que [;
converge si y solo si k > 1.

Para analizar la convergencia de I, calculamos

1
i THSenT + (senz /z)

z—oco  —sens z—oo 1 — (senz /x)

k<x+senm)
x —
T — senx
1

lim =1,
T—00 xre

= 1.

Entonces,

si a = k. En consecuencia, el caracter de I es el mismo que la integral floo z* dx, que
converge si y solo si k < —1.

La interseccion de los intervalos de convergencia de Iy y I, es vacia, luego no
existen valores de k tales que la integral I sea convergente.



Ejercicio 5.
1. Enunciar el Teorema de Taylor.

2. Determinar el grado del polinomio de Taylor en 7/3 que es necesario para cal-
cular cos(61°) con un error menor que 1073 y obtener dicho valor.

Solucién. Para el apartado 2, comenzaremos escribiendo el desarrollo mediante el
polinomio de Taylor y el correspondiente resto para f(z) = cosz en §. Por el teorema
de Taylor, al ser el coseno una funcién indefinidamente derivable en toda la recta real,
sabemos que, dado un x y un n > 0, existe un c entre 3 y x tal que:

f(ac):cosx:cos% — (sin%) (x_%) —%<Cosg) (fﬁ—g)2+
1/, 7 ™3 1 T, mA
+ (ing) (r-3) +q (o) (o-5) -

b (D) (- 1) ﬁ 70 (0 (- Z)"

El error que se comete al adoptar como valor de la funcion el que tome el polinomio
de Taylor viene dado por el resto. Para acotar el valor absoluto de dicho error, basta
notar que las sucesivas derivadas del coseno son, salvo el signo, senos o cosenos, y por
tanto permanecen acotadas en valor absoluto por 1 en toda la recta real. Por tanto:

I

1 n+1
(n+1)! 3

<

1
lerror (z)| = ’ -z

(n+1)! T3

3

Para x = 61° = % radianes, buscamos un valor de n que garantice que

1 ‘ |t 1 |61r  «|"! U
xr— — = |- — — _—
(n+1)! 3 (n+1)![180 3 1000
es decir, tal que
7.‘.n—|—1 61 1 n+1 B 7].n—H - 1
(n+1)! \180 3 ~ (n+1)!I'1807+1 T 1000

0, lo que es lo mismo, (n +1)! (180/7)"™ > 1000. Por tanto es suficiente que sea
n=1, yaque 2-(180/7)* > 2- 572 = 6498 > 1000.
Finalmente resulta

(61°) = cos [ 2T ~ T~ (sn?) blm _m
COS = COS 180 ) = COos 3 Sin 3 180 3

1— —) = (0.48489.

Como comprobacién, el verdadero valor es cos($T) = 0.48481.



Ejercicio 6. Obtener el desarrollo en serie de Taylor en 0 de

2 —3r+1
1) = 5576

indicando el dominio de convergencia. (Utilizar descomposicién en fracciones simples)

Solucién. En primer lugar, descomponemos en fracciones simples:

m2—3x+1_ 2 — 5 A B

B - -1 .
2 —5x+6 +x2—5:c+6 +a:—2+a:—3

Simplificando y multiplicando por z? — 5z + 6 = (x — 2)(z — 3), obtenemos
20 —5 = A(x — 3) + B(x — 2).
Ahora, para calcular los valores de A y de B, damos a z los valores x = 2, x = 3:

r=2=-1=-A=A=1,
r=3=1=B8B.

Finalmente, operamos con la descomposicion, para poder usar la serie geométrica:

oo

1 1 1
Como f(x) se expresa como la serie de potencias 5~ Z <2n+1 + 3n+1> x", el

n=1

teorema de unicidad garantiza que dicha serie es la serie de Taylor de f(z).
Usando el criterio del cociente, obtenemos el radio de convergencia R = 2. En los

extremos r = +2, tenemos que no se cumple la condicién necesaria de convergencia
de series porque

1 1 1
lim |a,z"| = lim ( + ) 2" = 3 # 0.

n—00 n—00 2n+1 3n+1

Entonces, el dominio de convergencia es (—2,2).

FELI Z




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Fxamen Parcial. 14 de Junio de 2000

Ejercicio 1. Hallar los extremos absolutos de la funcién f (z,y,2) =z +y + 2, en
el conjunto
A={(v,y,2) eR*: 2® +¢y* < 2 < 1}.

Solucién. El conjunto A es la parte interior del paraboloide 2 + y? = z, situada
por debajo del plano z = 1.

x2+y2:z

Porcién del paraboloide

Se trata de un conjunto cerrado y acotado, de forma que como f es una funcién
continua, tenemos garantia de que existen el maximo y el minimo de la funcién en
el conjunto dado. Dichos extremos deben encontrarse entre los extremos relativos
de la funcién que estén en el interior del conjunto, los extremos condicionados a la
restriccion del paraboloide, los que se obtienen en el plano, y, finalmente, los que se
encuentran en la circunferencia interseccién de ambas superficies.

Como quiera que el gradiente Vf = (1,1,1) no se anula nunca, no existen
extremos relativos de la funcién en el interior de A.

Para encontrar los extremos sobre el paraboloide usamos la funcién lagrangiana

L(Jc,y,z,)\):m+y+z+/\(x2+y2—z)

de donde obtenemos las condiciones

1+2Xx=0
1+2M\y=0
1-XA=0
que tienen como solucién:
1 1 1 1 1
A=1 =—= =_= =l =4 =2,
y T 5 Y 5 Z Tty 4+42

Tenemos, por tanto, que el primer candidato es

1 11
Pi=(-=-=,=).
! <2’ 2’2>



Los extremos sobre el plano z = 1 pueden obtenerse, por ejemplo, con
L(xvywza)‘) :ZL‘+y+Z+)\(Z— 1)

que dan lugar a las condiciones

1=0
1=0
14+X=0

que son claramente incompatibles.
Finalmente, sobre la interseccion y usando las dos restricciones:

L(l’»yaZ,)\nU):33+y+2+)\($2+y2—2)+,u(z—1)

obtenemos
14+2 =0
1+2\y=0
1—-X+pu=0

De las dos primeras ecuaciones & = y, y como 22 + y> = z = 1, concluimos que
r=y==1/ V2, y, por supuesto, z = 1. Tenemos, pues, otros dos candidatos:

Ya so6lo nos queda evaluar la funcién en los tres puntos para determinar los

valores mayor y menor:
1 11
f <i L 1> =1+2
V2' Vel
1 1
(-v)-1-v2

Solucién. Elminimo de f se alcanza en (—1/2,—1/2,1/2) y vale —1/2, y el mdzimo

se alcanza en (1/v/2,1/v/2,1) y vale 1 + /2.



Ejercicio 2. Sea R la regién en el plano R? limitada por las curvas

2

xz—yzzl, T —y2:9, r4+y=4, v+y=056.

Mediante el cambio de variables u = x +y, v = x —y, se transforma la regiéon dada
en otra region 1. Se pide:

1. Representar graficamente las regiones Ry T

2. Calcular el area de la regién R utilizando 7.

3. Siendo C la frontera de la regiéon R recorrida en sentido positivo, obtener el
valor de la integral de linea

%C(xQ—yz) dr + (z° — 4) dy.

Solucién. 1. Teniendo en cuenta que ? — 32 = (z +y) (z — y) = uv, el cambio
de variables transforma la region R en la regién T, que estd acotada por las rectas
verticales u = 4, uw = 6, y las curvas wv = 1, wv = 9. Es decir,

1
T—{(u,v)€R2:4§u§6, —§U§2}.
U U
10 6
\
\ 4
PEERNS
-2 I
-4 2 4 6 8 10

Las regiones Ry T

(€]

=

2. El teorema del cambio de variables asegura que el area

_ _ d(z,y)
A(R) //dmdy// 7 v) du dv.
R T
Calculamos
(x,y) 1 1 1
o (u,v)  2uwv) 11 2
d(z,y) det (1 _1>
Entonces

6 9/’LL1 1 6 1 61
A(R):// —dvdu:—/ 2—— du:4/ —du =41In § .
4 Jiju 2 2/ \u w 4 U 2

3. El teorema de Green asegura que

ﬁPdw—i—Qdy—//(Qx—Py)dxdy.
R

Sabemos que P = (:U2 — y2) vy Q= (:U2 — 4) . Entonces Q, — Py = 2z + 2y, por
lo que, usando de nuevo el teorema del cambio de variables, obtenemos

6 r9/u 1 6 /g
j{de+Qdy://2(x+y)dazdy:/ / 2u—dvdu:/u<—> du = 16.
c /. 4 Jiju 2 4 u



Ejercicio 3. Sea S el trozo de la superficie del paraboloide z = 224 (y — 1)2 , interior
al cilindro 22 + (y — 2)* = 3. Sea F el campo vectorial F (x,y,2) = (y,z,z2). Se
pide calcular la integral [[¢rot (F)-ndS, con la normal exterior al paraboloide,

1. Directamente.

2. Usando el teorema de Stokes.

3. Usando el teorema de Gauss.

Solucién. 1. En primer lugar, calculamos el rotacional del campo F,

i j k
rot(F) =V xF =D, D, D,|=(0,-2,0).
y T xz

Usaremos coordenadas cilindricas, con centro en el vértice (0,2,0) del cilindro
2?4+ (y— 2)2 = 3. Entonces, la parametrizacion del trozo del paraboloide interior al
cilindro es

S (u,v) = (ucosv,Q + usenv,u® + 2usenv + 1) , 0<u<+3, 0<v<2r
Obtenemos un vector paralelo al vector normal a la superficie mediante
i j k
Sy X Sy,=| cosv senv 2u-+2senv|= (—2u2 cos v, —2u%senv — 2u, u) .
—usenv ucosv  2uCoSv

Dado que en el vértice (0,1,0) = S (1,37/2), el vector S, x S, (1,37/2) = (0,0,1)
apunta hacia el interior del paraboloide, tenemos que la normal exterior a S tiene
sentido opuesto a S, x S,. En consecuencia,

rot (F) - ndS = —rot (F) (S (u,v)) - (Su X Sy) (u,v) dudv
= (0, u? + 2usenv + 1, 0) . (—2u2 cos v, —2u? sen v — 2u,u) du dv
=— (2u4 senv + 4u® sen? v + 6u? senv + 2u + 2u) du dv.

La integral pedida es

\/§ 27
// rot (F) - ndS:—/ / [(2u* + 6u?) senv + 4u® sen® v + 2u® + 2u] dvdu
s o Jo

V3 2m
= _/ [4u3 <E _ 2v> + (2u3 + 2u) v] du
0 2 4 0

V3
=— / (87Tu3 + 47ru) du
0

V3

=— [2u®* + 270
0

= —24m.
2. Sea C' la curva frontera de S. La parametrizacién de C viene dada por
r(v)=>5 <\/§,v> = (\/§COSU,2 + \/§senv,4+2\/§senv> , 0<wv<2m.

La orientacion inducida por la normal exterior al paraboloide es opuesta a la
orientaciéon de C con la parametrizacién dada. Entonces, el teorema de Stokes
asegura que

//rot(F)-ndS:f_CF-dr:—j{jF-dr:—/o%F[r(v)]-r'(v) dv.
S

4



Dado que
Fr(v)]= <2 + V3senv, V3 cos v, V3 cosv (4 + 2\/§senv)>
r' (v)= (—\/ﬁsen v, V3 cos v, 2v/3 cos v> ,
su producto escalar

Fr(v)] -t (v) = —2V3senv — 3sen? v + 3 cos® v + 24 cos® v + 12v/3 cos® vsen v
= —2v3senv — 3 + 30 cos? v + 12v/3 cos®> vsen v.

Calculamos la integral de linea

2
2 2 12
—/ Flr ()] r'(v) dv=— [2\/§cosv—3v+30 (g+sen v) — \/§COS31)]
0

4 3
0

=6mr — 307
= —24r.

3. Colocando un techo T a la superficie S, de forma que 2 = S UT sea una
superficie cerrada, podemos aplicar el teorema de Gauss.

Superficie Sy techo T’

Sabemos que div (rot (F)) = 0. Entonces,

é/rot (F) -ndS-l—l/rot (F) -nds = /Q//div (vot (F)) dzdydz =0,

lo que implica que
//rot (F) -ndS = —//rot (F) -ndS.
S T

La superficie T  es la curva C' y su interior. Es decir,
T (u,v) = (ucosv,2 +usenv,4 + 2usenv), 0<u< V3, 0<wv <2
Calculamos el producto vectorial
i j k
Ty, xT,=| cosv senv 2senv |=(0,—2u,u).

—USenv wcosv 2ucosv

La normal exterior al techo T tiene el mismo sentido que T}, x T;. Entonces,
rot (F) -ndS =rot (F) (T (u,v)) - (T X Ty) (u,v) dudv
=(0,—4 — 2usenv,0) - (0, —2u, u) dudv
= (8u + 4u? sen U) du dv.

5



Obtenemos la integral

\/§ 27
// rot (F) -ndS:/ / (8u+4u2 senv) dvdu
T 0o Jo
V3
:/ 167u du
0

V3

= [8mu’] 0

=247,

Por tanto, el flujo del rotacional del campo a través de S, es
// rot (F) - ndS = —24r.
S

Nota. Si usamos coordenadas cilindricas, con centro en el vértice (0,1,0) del
paraboloide z = 22 + (y — 1)2 , la parametrizacién es

S (u*,v*) = (u* cosv™, 1+ u* senv*, u*2) )
En este caso, los parametros deben verificar
(u* cos v*)? + (u* senv* —1)% = u*2 — 2u* senv* +1 < 3,

es decir, u*? — 2u*senv* — 2 < 0. Las raices de ese polinomio, resuelto en u*, son

2 * 4+ /4sen? v* + 8
ot = 25 QSGH v =senv* £ v/senZ v* + 2,

siendo negativa la correspondiente al signo menos. Por tanto, el dominio es

D* = {(u*,v*) eR?:0 <u* <senv* + sen2v* 42, 0<v* < 27r}.

«O» «O» <«O» <«O» «O» <«O»



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen del 14 de Septiembre de 2000
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Un flan tiene forma de tronco de paraboloide de revolucién, siendo r
y 2r los radios de sus bases y h su altura. Determinar su volumen y el volumen de
la porcién obtenida al cortarlo verticalmente desde un punto del borde superior.

Solucién. Sea z (r) = ax? + bz + ¢, una pardbola, contenida en el plano y = 0,
que genera el paraboloide. Sabemos que tiene su vértice en el eje OZ y que pasa
por los puntos (r,0,h) y (2r,0,0). En = 0 hay una tangente horizontal, por lo
que 0 = 2’ (0) = b. Entonces, la pardbola es z (z) = az® + c.
Ademds, tenemos que ar? + ¢ = h, y que 4ar? + ¢ = 0. Estas ecuaciones
implican 3ar? = —h, luego
h 4h

_ _ 2 _
a——ﬁ, c = —4ar =35

Por tanto, la ecuacién de la pardbola es

h 4h h x? h
Z(.ﬁ)z—ﬁlz—i-?:g(ﬁl——) :ﬁ(47“2—1‘2).

Para calcular el volumen del flan, observamos que

por lo que




Para calcular el volumen de la porcién, integramos el drea A (x) de las sec-
ciones obtenidas al cortar el flan con planos paralelos al plano x = 0, entre r y 2r.
Dichas secciones son pardbolas con vértices en los puntos (x, 0, z (z)) y que pasan

por los puntos (z, £v/4r2 — 22,0) . Denotando 3 (z) = v/4r? — 22, la ecuacién de
estas pardbolas es Z (z,y) = py? + ¢, donde

2(2)=Z(2,0)=q, 0=2Z(z,£0(2)) =pf*(2) +q.

5 (z)

Entonces, p = — , v la ecuacién del paraboloide de revolucién es

Z<x,y>:—;2<—2)y2 T 2(a)

— 2(z) (1 - 62y—(2@>

h 4r? — 2% — 2
=33 (7 =) (4—_>
:% (47’2—3:2 —y2).

Usando la simetrfa de la pardbola Z = py? + ¢, su 4rea es

=— (47‘2 — mQ) VAar? — 22
El volumen de la porcién del flan viene dado por

4h (7 3
Ve=55 : (4% — 2%)* da.

Usaremos el cambio de variable z = 2rsenf, —7n/2 < 6 < /2, para calcular

2r 3
/ (4% — 2°)? do=

: (47“2 cos? 0)% 2r cos 6 df

(2r cos6)* d

/,
/

= 167‘4‘/2 cos* 0 de.

s

(=2

2



Desarrollando el integrando

2
cost §— <1 + C208 26’)

1
=1 (1 + 2cos 20 + cos? 29)
1 1 46
=1 {1—}—200529—!— (H%ﬂ
1
:§(3+4cos20—|—cos40),
calculamos la integral
: [ sen407?
cos 9d9:§ 30 4 2sen 26 + 1
s L (]
1 3(1_3)_26_16
8| \2 6 2 42
_L( 93
-8 8 |

En consecuencia, el volumen de la porcién es

4h 161" <7T ~ 9\/§>

P

T 92 8 8
I G
9 8
8 2
= §7T—\/§ Th.



Ejercicio 2. Estudiar la convergencia de

oo xZn—l
I, = / ez, n>1.
0 (x2 —+ 1)

n—1
n+2

Probar que I, = ( ) I, 1, paran > 2. Calcular I, I5 y I.

Solucién. La integral dada s6lo presenta problema debido al intervalo infinito
(primera especie) ya que el integrando es continuo en toda la recta real (funcién
racional cuyo denominador no se anula nunca). Puesto que el integrando es
positivo y, para  — 00, se comporta como

l.anl x2n71 1
~Y ~

(22 + 1)n+3 T p2nt6 T T

cualquiera que sea n > 1, podemos utilizar el criterio de comparaciéon por paso

al limite con floo i—? para concluir que la integral dada es convergente.

Aplicando integracién por partes, con u = z*" 2 y dv = z (2% + 1)_(n+3) dz,
resulta du = (2n — 2)z*" 3 y v = _2(n1+2)

cualquier n > 2,

In:/ udv:uv|8°—/ vdu
0 0

xQn—Q

N /°° (2n — 2)z? 3
2(n+2) (x2+ )" | S 2(n+2) (22 + 1)
(77, o 1) /oo x2n—3
=0+ d
(n+2)Jo (22+1) !
(n—1)

= I,_1.
(n+ 2) !

(22 + 1)7(n+2) y, por consiguiente, para

Las integrales cuyo célculo nos piden son:

*©  x -1 | 1
Il:/ T @
o @ G@ 1P, 0

y, aplicdndo la férmula demostrada antes, se obtienen

o0 x® 1 1
—  _de=L=-I = —,
/0 (22 +1)° T T



Ejercicio 3. Dada la serie de potencias
i n* + = (x—1)"
n=1 n ’

determinar su radio de convergencia. Estudiar la convergencia en los extremos.
Hallar su suma.

341
Solucién. El término general es a,, = s . Su radio de convergencia es
n
3+1 1
R = lim I | — lim <n+ )( n+3 ):
n=00 | Apyy|  mooo N (n+1)"+1

Entonces, la serie es absolutamente convergente si |z — 1| < 1, es decir, en el
intervalo (0,2) y divergente si |[x —1| > 1. En los puntos = 0y z = 2, los
respectivos términos generales no convergen a cero, luego la serie es divergente
en ambos puntos. Para calcular la suma de la serie s(z), en el intervalo (0, 2),
sea s(z) = s1(z) + s2(x), donde

= 3 n?(z—1)", s S (x —1)"
Soota-r. oS

En primer lugar, calculamos la suma

> 1 1—(2— —1
N TR (RS SRR L bt Nt
—(z—1) 2—z 2—z

n=1

Para obtener la primera suma, derivamos

por lo que

Derivando de nuevo, obtenemos

= (Zn (z—1) ) Zn (@ —1)" d(i <(2m_—_;)2>

(2—33) +22—-2)(z—-1) @

(2—a) (2-a2)"




Entonces, la primera suma es

o

-1z
si(x) = n2m—1":(m7, 0<z<2.
)= Do 1) =
Sabemos que
= t—1
t—1)" = —— t<2.
n;( ) oy 0<t<

Integrando ambos términos en el intervalo con puntos terminales x y 1, obtenemos

/lx (i(t—l)") dt:i(/lw(t—l)”dt)

n=1 n=1
s [e=u)
_n:1 n+1
_i(m_l)nJrl
n n+1

n=1

En consecuencia,

oo TL+1 T
t—1
E —dt
n—l—l 2 —

n=1
1
:/1 ( 1+—2 )dt

R
=—z+1—-In(2—=x).

Entonces, la segunda suma es

n=1
= x—l)—x—i—l—ln(Z—x)
=—In(2—-12),

donde 0 < z < 2. En conclusién, la suma de la serie, en el intervalo (0,2), es

_(z-Dz 02 3
s(m)——(2_x>3 In(2—ux).



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen del 14 de Septiembre de 2000
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 4. Se dispone de 20 metros de alambre para delimitar un tridngulo
equildtero, un cuadrado, o bien ambas figuras. ;Cudntos metros de alambre deben
dedicarse a construirlas, si se pretende que la figura o figuras encierren el drea
maxima posible?

Solucién. Puesto que se trata de un triangulo equildtero y de un cuadrado, sea
T = 3x la cantidad de alambre dedicada al tridngulo, de lado x, y sea C' = 4y la
dedicada al cuadrado, de lado ¥, con lo que T'+ C' = 3x + 4y = 20 serd nuestra

V3 z%V/3

x
restriccién. La altura del tridangulo sera 5 Y su drea, por tanto Ar = 1

El 4rea del cuadrado serd Ac = y%. Nuestro problema es, entonces maximizar la
funcién >3
T3
flw,y) = ——+v,

con la restriccién g(z,y) = 3z + 4y — 20 = 0, donde 0 < z, 0 < y. Observemos
que:

Para z =0, y =5, f(0,5) = 25.

Para y =0, z =2, f(£,0) = %\/g = 19. 245.

Para el resto de valores posibles, utilizando el método de los multiplicadores de
Lagrange, los posibles extremos se obtienen resolviendo el adecuado sistema:

_ /3
(v B R p=yVs U= 21T
o 2y = 4 Byv3+4y =20 o = 2% = 3.7669
- 3r+4y =20

obteniéndose un tnico punto

x = M = 3. 7669, y:L =2.1748
4+43V3 4433

correspondiente a T' = 3.7669 - 3 = 11.301, C' = 2.1748 - 4 = 8.699, si bien no

sabemos si se trata de un maximo o de un minimo. Por ello calculamos el valor

de la funcién en el punto obtenido y lo comparamos con los hallados para z = 0,

e y = 0. Puesto que

£(3.7669,2.1748) = 3.7669%v/3/4 + 2. 17482 = 10.874,

concluimos que se trata de un minimo y que el méximo se alcanza en x = 0.
Es decir, se debe dedicar todo el alambre a construir un cuadrado de lado 5
metros y drea 25 metros cuadrados.



Ejercicio 5. Sea C' el arco de la circunferencia (z — 2)° 4+ y? = 4, orientado
positivamente. Usar el teorema de Green para calcular

7{ (:C2 + 2y3) dy.
c

Solucién. El teorema de Green asegura que

ﬁpdx+Qdyzé/(Qx—Py)dxdy,

donde R es el disco (z — 2)* + ¢ < 4. Dado que Q, — P, = 2z, obtenemos

7{ (x2+2y3) dy://Qxdxdy.
c
R

Para calcular la integral doble, usaremos el siguiente cambio de variables

r=24rcosb,

y=rsenb.
Teniendo en cuenta que (z — 2)2 +y* =r? <4, el disco R se transforma en
T={(r0ecR:0<r<2 0<6<2r}.

El jacobiano del cambio es r, luego la formula del cambio de variables es

// 2xdxdy://2(2+rc050)rdrd9
R T
:4//rdrd9+2//7’2cos«9drd9
T T

= </02rdr) (/OQWaw) +2(/027“2dr> </027rc050d0)

_ l%ZE (16127) +2 [T—;]: ([send]57)
— 16m.

Nota. La férmula del centro de masa (7, %) del disco R, con densidad constante
p(z,y) = 1, implica

//xdxdyzf//dmdyderea(R) = 8.
R R

Entonces, el valor de la integral pedida es 167.



Ejercicio 6. Sea S la porcién del paraboloide z = x? + 32, situada en el primer
octante y limitada por el plano z = 1, y sea F(x,y,2) = (y — 2,2 — x,x — ).

1. Calcular [[; F'-ndS, siendo n la normal interior al paraboloide.

2. Calcular directamente la integral 3§C F - dr, donde C es la curva frontera de S.
3. Comprobar el cdlculo anterior usando el teorema de Stokes.

Solucién. 1. Usando coordenadas cilindricas, z = 2% + 3? = r2, por lo que la
parametrizacién es S (r,6) = (rcosf,rsen,7?), donde 0 <r <1, 0<6 < 7/2.
El producto vectorial fundamental es

i j k
Sy x Sg=| cosf senf 2r|= (—27‘2 cos ), —2r° sen 0,7“) .
—rsenfrcosf 0

En el punto S (1,0) = (1,0,1), tenemos que S, X Sy (1,0) = (—2,0,1) apunta
hacia el interior del paraboloide. Entonces, la normal n tiene la misma direccién
que S, x Sp. Calculamos F' - ndS = F (S (r,0)) - (S, x Sp) drdf =

= (7" senf —r? r? —rcosf,r (cosd — sen (9)) . (—27“2 cosf, —2r?send, 7’) dr df
= [2r* cos 6 — 2r* sen 6 + 1* (cos § — sen 6)] dr df
= (2r* +1?) (cosf — sen d) dr db.

La integral de flujo a través de S, es

//SF ' nds:/;/z /01 (2r* +1?) (cosf — send) dr db
— ( /0 1 (2r* +1?) dr) ( /0 v (cos® — sen 0) d0>
R (EaRICREES

0

:(§+%> (1-1)=0.

2. La frontera de S es la curva cerrada C = C; U Cy U (3, donde C] es la
interseccién de S con el plano y = 0, es decir # = 0. Su parametrizacién es

r(t) =5 (t,0) = (¢,0,£%), 71 (t)=(1,0,2t), 0 <t <1

La curva Cs es la interseccién de S con el plano z = 1, es decir r = 1. Su
parametrizacién es

ro(t) = S(1,0) = (cosf,senB, 1), rh(t) = (—senfb,cosh,0), 0<6<m/2.

Observemos que 75 (0) = (1,0,1) y ro(7/2) = (0,1,1), por lo que su ori-
entacion es positiva. La curva Cj es la intersecciéon de S con el plano z = 0, es
decir § = /2. Si elegimos la parametrizacién

rs(t) =S (t,7/2) = (0,t,¢%), ri(t)=(0,1,2¢), 0<t <1,

9



entonces la orientacién de Cj es negativa. En consecuencia,

%F-drz/ F-d?“l—i-/ F-drg—/F-drg.
C Cl CQ CS

Vamos a calcular estas tres integrales de linea,
1 1
/ F - dr, :/ F(ri(t)) -7 (t) dt = / (—t*, ¢ —¢,t) - (1,0,2t) dt
C1 0 0
1
=/ (—t*+2t*) dt = =
0

/2
/ F- d7’2:/ (senf — 1,1 — cos@,cosf —senf) - (—send,cosb,0) df
Co 0

/2
:/ (senf + cosf — 1) d9:[—cos@+sen9—9]g/2:2—g.
0

1 1
—/ F~dr3:—/ (t —t*,¢%, —t) - (0,1,2t) dt:/ t2dt =
Cs 0 0

El valor de la integral de linea sobre la curva frontera es
1 1
]{F~dr=—+2—z+—=§—z.
c 3 2 3 3 2

3. El rotacional del campo es
i J k
rot(F)=| D, D, D, |=(-2-2-2).

Yy—zz2—x—Y

El teorema de Stokes afirma que ¢, F -dr = [[srot (F)-ndS, donde C es
la curva frontera de S orientada positivamente por n. Calculamos la integral de
flujo

/2
// rot (F)-ndS= / / —2,—-2) ( 2r2 cos 0, —2r? sen9,7’) dr df

/2
:/ / [47% (cos 6§ + sen 6) — 2r] dr df
o Jo

/2 371
:/ ({ﬂ} (cos + senf) — [72][1)) do
0 3 Jo
/2 4
:/ (§ (cosf + senf) — 1) do
0

=3 [ser19—cos¢9]7r/2 g = 2 - g

10



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Ezxamen Final. 4 de Julio de 2002
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Se considera el recinto plano
3
R = {(az,y)ER2:0§m§3, Ogygg}.

Obtener los voliimenes de los sélidos de revolucién Vj, obtenido al girar dicho
recinto R alrededor del eje OX, y V5, obtenido al girar R alrededor de la recta
r =a, cona > 3.

Solucion.

Usando el método de los discos, el volumen V; es

3 3\ 2 3 .6
V1:7r/ (:r_) de=m x—daj
0o \3 o 9

llj r’ 35 243
=T

97|, "7 7"
Usando el método de las capas, el volumen V5 es

3

3 T
Vg:27r/ (a —x) = dx
; 3

5a — 12
= 2733
73 ( 50 )

27(5a —12)

10 .



Ejercicio 2. Calcular la integral

/boo (x + ac)i:i/m

para los valores de a y b, con a + b > 0, que la hagan convergente.

Solucién.
En z = —a y ©x = b, el integrando no estd definido. Sabemos que b > —a,
luego —a ¢ [b, 00) por lo que la integral no es impropia en z = —a.

En primer lugar, consideramos las integrales impropias

s _/b+1 dx J _/oo dx
S (x+a)Ve—0b 7 (x+a)Vz—b

Para analizar la convergencia de Iy, calculamos

1
. (z+a)Vx—b _ (x —b)P 1
lim = lim > 0,
z—bt 1 z—bT (;z;—|—a)\/x—b a-+b
(z = b)°
si p = 1/2. Entonces, I; es convergente porque la integral
b+1 dr
/b vVr—»b
es convergente.
Para analizar la convergencia de I, calculamos
1
. (z4+a)Vz-b P
lim = lim =1,
z—00 1 =00 (x4 a)vx —b
xrP

si p=3/2 > 1. En consecuencia, I es convergente y la integral I; + I, converge
para todos los valores de a y b, tales que a + b > 0.



Para calcular la integral, usamos el cambio de variable x — b = t2, con t > 0.
Entonces,

/°° dx ~ im k dx
y (x+a)Ve—b koo )y (z4a)vVr—b

k—b
2t
= lim ——dt.
k—oo 0 (a+b+t2)t

Dado que a + b > 0, elegimos ¢ tal que a + b = ¢? y calculamos

k—b k—b
i [ 2 | Ve 4
k—oo Jo (a+b+1?) koo ) 1+ (1)

i asn ()]
= — lim |arctan [ -
C k—oo C 0

2 ( k—b)
= — lim arctan

C k—oo C

_27‘(‘




Ejercicio 3. Se considera la serie de potencias

Zn n+2

n=1

Obtener su intervalo de convergencia, analizando el comportamiento en los ex-
tremos. Calcular su funcién suma en el interior de dicho dominio.

Indicacion: Para determinar la suma, descomponer en fracciones simples el coe-
ficiente del término general.

Solucién. El radio de convergencia de la serie de potencias es

~ lim (n+1)(n+3) _

R =1li
—o n—oo  m(n+2)

n—oo

an41
En el extremo x = 1, la serie tiene el mismo carédcter que la serie convergente
(e}
>

n2
n=1

Entonces, la serie en el extremo x = —1 converge absolutamente y el intervalo
de convergencia es [—1,1].

Para calcular la suma de la serie en los puntos |z| < 1, descomponemos

L -2 B:>1:(A+B)n+2A:>A:%,B:_%,

n(n+2) n+n+2

En consecuencia,

o0 xn o0 xn
Zn (n+2) (;Z_nln+2>

n=1

Sabemos que la suma de la serie geométrica es

> 1

g t"=——, —-1<t<l.
1—t¢

n=0

Si x € [0,1) entonces integrando en el intervalo [0, 2|, obtenemos

[(Se)a-S([ra)-S - [ Aanun

n=0




Si x € (—1,0] entonces integrando en el intervalo [z, 0], obtenemos
dt = i 0 L d c du =1
[(3r) =X [ o= [ ga-mo-s

En consecuencia, para todo x € (—1,1),

n+1

Z%:Z§+1:—ln(l—x).

n=1 n=0

Sea z € (—1,1) tal que = # 0. Entonces

o0 "En
Zn+2:

n=1

8, —
[~
S8
_I_
[\)

3
Il
—

8| —

8|~

I
5 =
N T N N
M]3
3%
|
8
|
| ],
~_—

Finalmente, la suma de la serie, para z € (—1,1) tales que x # 0, es

= _1/1 1 In(l-u)
o4 —— "~ _m(l-2)].
Zn (n+2) <2+x+ x2 n x))

n=1



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen Final. 4 de Julio de 2002
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 4. Se considera la ecuacién de ondas wy = c?w,,, donde ¢ es una
constante real y la funcién incégnita es w = w (z,t) . Transformarla mediante el
cambio de variables u = x + ct, v = x — ct. Integrar la ecuacién que resulta para
w (u,v) y probar que

w(z,t)=f(r+ct)+g(x—ct),

donde f y g son funciones arbitrarias.

Solucién. Usando la regla de la cadena para derivar, obtenemos

Wy = CWy — CW,y,

Wy = Wy + W,y.
Derivando de nuevo las anteriores ecuaciones

Wit = & (Wyy — 2Wep + Wi)

Way = Wyy + 2Wyy + Wiy
Entonces, la ecuacién de ondas wy = c*w,, se transforma en
(W — 2Wip + Wep) = & (W + 2Way + W)
que equivale a 4w,, = 0. Por tanto, la ecuacién transformada es
Wy (1, v) = 0.
Integrando respecto a v, obtenemos w, = F' (u). Integrando esta ultima
ecuacion respecto a u, se tiene w (u,v) = f(u) + g (v), donde f' (u) = F (u).

En consecuencia, queda probado que

w(z,t)=f(r+ct)+g(x—ct).



Ejercicio 5. Obtener los extremos absolutos de la funcién f (z,y) = xy en el
recinto

R:={(z,y) e R* : 4a® + y* < 4}.

Solucién. Para obtener los puntos criticos del interior de R, resolvemos el sis-
tema Vf (z,y) = (y,z) = (0,0), obteniendo el punto P, = (0,0). La matriz

hessiana es
nen=(f )= (10)

Observemos que el punto P; es un punto de silla porque det H = —1 < 0.

La frontera de R se define con la restriccién g (z,y) = 42% + y* — 4 = 0. Usando
el criterio de los multiplicadores de Lagrange, determinamos los puntos solucién
del sistema V f (z,y) = AVg (z,y) , resolviendo

y = 8z,
x =2y,
4r? +y* — 4 = 0.

Multiplicando la primera ecuacién por x y la segunda por y, obtenemos
8Az? = 2\y? <= A (4332 — y2) = 0.

Entonces A = 0, o bien 422 = 2. Si A\ = 0 tenemos que z = y = 0 no satisface
la tercera ecuacién, por lo que 4% = y2. Sustituyendo en la tercera ecuacion,
2y? = 4, luego y = ++/2. Por tanto 422 = 2, lo que implica que z = +1 /\/5
Asi, hemos obtenido en la frontera de R los puntos

Los valores de la funcién en dichos puntos son

f(P)=f(F)=1[f(P)=[f(P)=-1

Entonces, el maximo absoluto se alcanza en P, y Ps, mientras que el minimo
absoluto se alcanza en Py Pj.



Ejercicio 6. Sea S la superficie formada por las cinco caras superiores del cubo
0<xz<1 0<y<1 0<2< 1.

Sea F' el campo vectorial F (z,y, z) = (zy,0, —2%) . Hallar

//rotF-ndS,

S

donde n representa el vector normal exterior al cubo.

Solucién. Sea T la cara inferior del cubo V' = [0,1] x [0, 1] x [0,1]. El teorema
de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida de un campo a través de
S UT coincide con la integral triple de la divergencia del campo, es decir

//rotF-ndS:///div(rotF) drdydz =0,
SuT v

porque div (rot F) = 0. Entonces

//rotF-ndS:—//rotF-ndS.

S T

A continuacién, calculamos el rotacional del campo F',

ik
rot F =V xF=|D,D, D, |=(0,0,—x).
xy 0 —22

Una parametrizacién de 1" es
T (z,y) = (x,y,0), 0<z<1 0<y<lI,

y el correspondiente vector normal exterior a T es n = (0,0, —1)" . Entonces

1 1 11 1
//rotF-ndS://xdxdy:/ —dy = —,
0o Jo 0 2 2
T
1
//rotF-ndS:—E.

S

lo que implica que



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 4 de Febrero de 2002

Ejercicio 1. Se considera la funcion f : R — R dada por

|z]

f(l') = ele—1]°

1. Estudiar la continuidad y derivabilidad de dicha funcién.
2. Determinar sus extremos absolutos.

3. Calcular la integral [7°_ f (x) d si es convergente.

Solucion. 1. La funcién f es

—zxe si z <0,
f@)y=<¢ze™ si 0<x<1,
zel™ si x> 1.

En primer lugar, calculamos

g )=l (oet) =0= g, ot = i S,
Jim 1 (@)= Jig e 1:;:13 e Ji S o)

Entonces, f es continua en R. La funcién derivada f" en R\ {0, 1} es

—(I4x)e” ! si 2<0,
ffix)=% (14+x)e”! s 0<z<l,
(1—z)el™  si x> 1.

En los puntos z = 0 y « = 1, calculamos las respectivas derivadas laterales

.
0= iy FEEE = iy S < () =
£+ 0) :hhj(rﬁ w N hhj& hel]:_l - hli%l-‘r ¢t = e’

h _
f,_ (1):hliﬂr(r)17 f(1+hf)z L _hhof <1+h216 N 1 :hlirgf (1+h)1e +eh :2’h
f;(l):hli%f(lwf);f(l) = lim (1+h)he -1 ~ i, —(1+h)1e e

Como f_ (0) # f, (0) y f_ (1) # f. (1), la funcién f no es derivable en {0,1}.

2. Los puntos criticos de f son 0,1 y los puntos tales que f'(z) = 0. Si z < 0
entonces f'(x) = —(1+z)e* ! = 0 implica x = —1 < 0. Si z € (0,1) entonces
f'(z) = (1+z)e*! = 0 implica que x = —1 que no pertenece al intervalo (0, 1).
Si z > 1 entonces f'(z) = (1 —z)e!™® = 0 implica que * = 1 que no pertenece al

1



intervalo (1, 00). Por tanto, el inico punto con derivada nula es x = —1. Los valores

1
de la funcién en los tres puntos criticos son f(—1) = = f(O0) =0y f(1) = 1.

Entonces, f alcanza su minimo en z = 0 y su méximo en x = 1.

3. Calculamos la integral

00 0 1 o)
I :/ f(z) dzx :/ (—ze™ 1) daH—/ re” ' dx —l—/ re' " dz.
o o 0 1

Integrando por partes, calculamos las primitivas
/ (—ze" ') do=—aze"" 4+ e+ C =" (1-2)+C,
11—z _ 11—z 11—z _ 11—z
/xe dr=—ze " —e "+C=—-e""(1+2z)+C.

Usando el teorema Fundamental de Célculo, obtenemos

0 —_ J—
/ (—ze*™") dz= lim [ex_l(l—:z;)}gzl— lim Loa 1. lim L1

a——00 e a——oco el—a e a——oc0 —el—a e

Azwwum=kax—nR:_<E;>:%

/’xé“ﬂx:hm[_é1%L+@r=:Mn:£tﬂﬁ+2=1mv:£+2:2-
1

—0o0

b—oo 1 b—oo ebil b—oo ebfl

En consecuencia, la integral es convergente y su valor es

2
I==+2.
e

Gréfica de f



Ejercicio 2. Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas
(x—c)’ +y* =

y dibujar varias curvas de ambas familias.

Solucién. Las curvas dadas son circunferencias con centro en (c,0) y radio |c|. Su
ecuacién implicita es 0 = (z — ¢)? +4? — ¢ = 2% — 2cx + y2. Derivando respecto a ,
obtenemos 2z — 2c + 2yy’ = 0. Dado que 2cz = 22 + 2, la ecuacién diferencial de la

familia dada es
y? — a2
2ry

207 — (® +y°) + 2zyy =0 <=y =

La ecuacién diferencial de la familia de trayectorias ortogonales es

) = 2y
22 — o2
Esta ecuacién es homogénea, luego introducimos la variable v = y/x. Derivando
vx =y, obtenemos

La ecuacion para la nueva variable v es

, 2v v+ 03 <1—U2> dv
(i = <~
v+ 03

75 =

:1—112 U_l—UQ

1
ot
Se trata de una ecuacién de variables separadas que integramos

1—? 1

Para calcular la primera primitiva, descomponemos en fracciones simples
11— A N Bv+C
v(l+v?) v 1402

La ecuacién 1 —v? = A(1+v?) + (Bv+C)v = (A+ B)v? + Cv + A implica que
A+B=-1,C=0, A=1, por lo que B = —2. En conclusién

1 —v? 1 2

v(14+0?) v 1402

La igualdad entre las primitivas es

1 2
ln\x]+ln]C’|:/;dv—/1+Uv2dv:1n]v|—ln(1+112):ln 1;_)1}2
TS T 7 ry
=In 5| = —| -
1+ (y/x) Ty

3



Por lo tanto, la familia de trayectorias ortogonales verifica

zy
x? + y?

|Cz| = = 2?4 =2y = 2+ (y — d)* = &,

donde 2d = 1/C. Observemos que las curvas ortogonales son circunferencias con
centro en (0, d) y radio |d|.




Ejercicio 3. Se considera la serie de potencias

n=1

Determinar su radio de convergencia, su dominio de convergencia y su funcién suma.

Solucion. El radio de convergencia de la serie es

3n
. 1 1
R = lim = lim nl —limn+ = -,
n—00 | Ap41 n—oo 37T n—oo 3N 3
n—+1

1
La serie converge absolutamente en el intervalo abierto |x — 2| < 3 Estudiamos la

1 1
convergencia en los puntos terminales xr —2 = —3 yr—2= 3 En el primero, la serie
i (=1)"3"(5)" _ i (=D)"
n=1 n n=1 n
es convergente por el criterio de Leibnitz. En el segundo punto, la serie
00 an (1\7 00
o
n n
n=1 n=1

es divergente por el criterio integral. En consecuencia, la serie es convergente en el

int 1 1< 2<1<:>5< <7
mtitervalo —— T — — — €T —.
valo Ty = 37 3="%3

Para sumar la serie, definimos z = 3 (z — 2). Entonces,

3 (r—2)" ="
D N D)

para z € [—1,1). Sabemos que la suma de la serie geométrica es

- 1
E t"=—  -—1<t<l
—~ 1—1¢

Si z € [0,1) entonces integrando en el intervalo [0, z], obtenemos

/(Zt”) dt = Z(/Oztndt) n+1 :dt “In(l—2).

n=0

Si z € (—1,0] entonces integrando en el intervalo [z, 0], obtenemos

0 [ & 2, —zn | -]
t" | dt = = —dt = du=1In(1l-2).
(2 S s [ e

n=0 n=0 ?




En consecuencia, para todo z € (—1,1),

n n+1

o0 > o0
n=1 n:O
lo que implica que
00 n _9 n
Z% ——In(1-3(z—2)) = —1In(7—3z),

n=1

para todo

g<x<g@5<3x<7©—7<—3x<—5<:>0<7—3x<2.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 13 de Junio de 2002

Ejercicio 1. Obtener los extremos absolutos y relativos de la funcién
f (2, y) = 32%y* + 2% + 29°,

en el conjunto R = {(x,y) € R? : 22 + y*> < 4}.

Solucion. En primer lugar, determinamos los puntos del interior del
conjunto R que verifican V f (z,y) = (6zy* + 622, 622y + 63%) = (0,0),
resolviendo el sistema

{GZE (y*+x) =0,

6y (2% +y) = 0.
La primera ecuacién implica que = 0 o bien z = —y%. Si z = 0,
entonces la segunda ecuacién implica que y = 0. Si z = —y?, la segunda
ecuacion implica que y = 0 o bien y = —22. En el primer caso, obtenemos

x =0y en el segundo caso

r=-y=—1'<=uz(2®+1)=0.

Las soluciones son x = 0 y x = —1, con lo que los puntos solucién son
Pl = (an) yP2: (_17_1)

Calculamos la matriz hessiana
( far Sy 6y + 12z 12xy
H (x7 y) B (fyx fyy n 12fL‘y 61132 + 12y ’

En los puntos con gradiente nulo, dicha matriz es

H(0,0):(g 8), H(—l,—l):(1_26 1_26>.

El criterio del hessiano no decide en P; porque el determinante es
cero y P, es un punto de silla porque det H (—1, —1) < 0. Para analizar
el cardcter del punto P;, observando que f (0,0) = 0, elegimos ¢ > 0 y
las desigualdades

f(—=€,0) = —2e* < £(0,0) < 2% = f (¢,0)

implican que P; = (0,0) es un punto de silla.



La frontera de R se define con la restriccién g (z,y) = 22 +3*>—4 = 0.
Usando el criterio de los multiplicadores de Lagrange, determinamos los
puntos solucién del sistema V f (z,y) = AVyg (z,y) , resolviendo

6z (y* + x) = 2\z,
6y (22 +y) = 2\,
2 +y?—4=0.

Si z = 0, entonces y = £2. En el caso de que y = 0, obtenemos
x = £2. Si ambos son no nulos, entonces el sistema es

3(y2+1z) =),
3(2% +y) = A,
2+ 9y —4=0.
Igualando las dos primera ecuaciones, obtenemos y? + x = 2% + v,
ecuacién que es equivalente a 12 —y? = x—y. Por tanto (z +y) (z — y) =
x —1vy, luego x —y = 0 o bien z+y = 1. En el primer caso, x = y implica
222 =4, luego © = y = £1/2. Si y = 1 — x, entonces

1E£V7
P4(1-2)f=4<=2"-22-3=0= 1= 2\/_

Los puntos obtenidos son

P3:(O72)7 P4:<07_2)7
P5:(27O)a P6:<_270)a

(V2.v2), R=(-v2,-v2).
5 _<1+ﬁ 1—ﬁ) b _(1—ﬁ 1+ﬁ>
9 — 2 ) 5 10 — ; .

P

2 2 2

Los valores de la funcién en dichos puntos son

£(0,2) =16, f(0,—2) = —16, f(2,0) = 16, f(—2,0) = —16,

F(V2V2) = 12482, f(-v2-v2) = 12-8V2,
; (1 +2\/77 1—2\/7> iy (1—2\/77 1+2ﬁ) s

Entonces, el maximo absoluto se alcanza en (\/5, \/5) y el minimo
absoluto se alcanza en (0, —2) y (—2,0).




Ejercicio 2. Calcular el drea encerrada en el lazo de la lemniscata
(x2 + y2)2 — 9242 (x2 _ y2)
contenido en el semiplano x > 0,
1. Usando integrales dobles en coordenadas polares.

2. Aplicando el teorema de Green.

Soluciéon. 1. En coordenadas polares x = rcosf), y = rsenf, la
ecuacién de la lemniscata es 74 = 2a?r? (cos® 6 — sen? §) = 2a*r? cos 20 <
r? = 2a? cos 20, donde cos 26 > 0 implica que 20 € [—7/2,7/2], por lo
que 0 € [—m/4,7/4]. En el semiplano positivo, la ecuacién del lazo es
r=av2cos20, 0 € [—m/4,7/4] y el recinto que encierra dicho lazo es

D = {(7‘,0) : —% <6< %, 0§T§a\/200520}.

Calculamos el area

w/4 av/'2cos 20 /4 7“2 av/'2cos 20
area (D) = / rdrdf = / [—] de
0 0

—m/4 —m/4 2
2 /4 2
= % o 2c0s20df = % [sen 29]71/:/4

5 (e m(-5)) -
—2 H2 11 5 =a .

2. El teorema de Green implica que drea (D) = 3 ¢, x dy — ydz, donde
la curva C : [—m/4,7/4] — R? est4 parametrizada por

x(0) = rcost = av2cos26 cosb,
y (0) = rsenf = av/2cos20send.

Para obtener la integral de linea, calculamos

—2asen 20
7' (f) = ——=cos — a2 cos 20 sen 6
V2 cos 20 7

~ —2asen 20

"(0) = ——senf + a2 cos 26 cos .
y(6) V2 cos 20

Entonces

w/4 1 /4
area (D) = / (xy —yax') df = = / 2a* cos 20 df = a®.
—m/4 2 —7/4



Ejercicio 3. Sea € el solido comprendido en el interior de la esfera
?+yt 427 =1,

que es exterior al cono (z — 1) = 22 + 3. Sea Sy la parte de la fron-
tera de €) correspondiente a la esfera y Sy la parte de la frontera de 2
correspondiente al cono.

1. Obtener el area de la superficie S = S; U S,, frontera de (,
parametrizando S; y Ss.

2. Calcular el flujo de salida del campo F' (x,y,2) = (x — 2,y — 2, 2)
a través de la frontera S del sélido €2, directamente y utilizando el
teorema de Gauss.

Solucion. La interseccion de la esfera y el cono verifica
(=1 +22=1=22(z-1)=0= {zi
Entonces el sélido es
Q={(z,y,2) eR*: 0< 2z <1, (z—1)2§x2+y2§1—z2}.
1. La parametrizacion de S; con coordenadas esféricas es
S1(¢,0) = (senpcosf,senpsenf,cosp), 0<¢ < g, 0<6<2m.

El producto vectorial fundamental es

i j k
(S1)g X (S1)g = | cosgcos cos¢sent —sen¢
—sen ¢senf sen ¢ cosb 0

= (sen2 ¢ cos 6, sen® psen @, sen ¢ cos gb) .

Para calcular el area, obtenemos

H<Sl)¢ X (Sl)eH — y/sen? ¢ + sen? ¢ cos? ¢ = y/sen2 ¢ = sen ¢,

porque sen ¢ > 0 en el intervalo [0, 7 /2] . Entonces, el drea de S es
2 pmw/2
area (S1) = / / sen ¢ do df = 27 [— cos ¢]3/2 = 2.
o Jo

4



En el cono, las coordenadas cilindricas x = r cost, y = rsent, impli-
can que
(z-1P=r=z2-1=4r—z=1r

Dado que 0 < z < 1, eligiendo z = 1 — r tenemos que 0 < r < 1.
Entonces, la parametrizacién de Ss es

Sy (r,t) = (rcost,rsent,1—r), 0<r<1, 0<t<2m.
El producto vectorial fundamental es
i j k
(S2), x (S2), =| cost sent —1|=(rcost,rsent,r).
—rsent rcost 0
A continuacién, calculamos
1(S5), % (Sa), ]l = Vi 472 = rv/2.
Entonces, el area de S es

2l 271
area (Sz) = / / r2dr dt = 2m/2 {%1 = 7V2.
o Jo

0
En consecuencia, el drea (S) = 2w + ™2 =nm (2 + \/5) )
2. El flujo de salida del campo F'(z,y,2) = (z — 2,y — 2, 2) a través de

S es
//F‘ndS://F‘ndS%—//F'ndS.
S S1 Sa2

En el punto S (7/2,0) = (1,0,0) el producto vectorial fundamental
(S0, (81)q) (/2,0) = (1,0,0)
tiene la direccién exterior. El producto escalar F'[S; (¢, 0)]- <(Sl)¢> X (51)9) =

(sen ¢ cos @ — cos ¢, sen ¢ sen O — cos ¢, cos @) - (sen2 ¢ cos 6, sen? psen 0, sen ¢ cos gb)
= sen® ¢ (cos2 6 + sen? 9) — sen® ¢ cos ¢ (cos 6 + sen 6) + sen ¢ cos” ¢

= sen ¢ — sen® ¢ cos ¢ (cos f + sen6) .

El flujo exterior a través de Sy es

2 pmw/2
//F.ndS:/ / [senqb—sen2¢cosgz5(0080+sen6’)] d¢ db
A o Jo

o 3 w/2
=27 [~ cos gb]g/Q - / [ser; ﬂ (cosf +sen @) df
0 0

1
=21 — 3 [sen 6 — cos 0] = 2.



En el punto S3 (1,0) = (1,0,0) el producto vectorial fundamental

((SQ)T X (SQ)t) (17 O) - (]-7 07 1)
tiene la direccion interior al solido €. Calculamos el producto escalar

F Sy (r,t)] - ((S2), x (S2),) = (rcost —1+r,rsent —1+r,1—r)- (rcost,rsent,r)
=17 (cos®t +sen’t) +r (r — 1) (cost +sent) +r — 1’
=r(r—1)(cost +sent) +r.

El flujo exterior a través de Ss es

//F-ndS:—/Ol/o%[rnLr(r—1)(cost—|—sent)] dt dr

Sa

2 1
== —/ r(r—1)[sent — cost]o™ dr
2 0
= —T.

En consecuencia, el flujo exterior a través de S es .

El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida
de F' a través de S coincide con la integral triple de la divergencia de F,

es decir
//F-ndS:///div(F) dx dy dz.
S Q

Dado que div (F') = F, + F, + F, = 3, tenemos que

///div(F) da dy dz = 3vol () = 3/01A(z) dz,

donde A (z) es el area del anillo circular de radio menor z — 1 y radio
mayor /1 — 22. Por lo tanto

3/01A(z)dz:3/017r(1—z2—(z—1)2) dz

! 1 1
— — 2 — —_— =
—67r/0 (z z)dz 67?(2 3)

= T.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen 3 de Septiembre de 2001
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Dadas las rectas y =z, y = ax, y =1 — ax, con a > 1, se pide:

(a) Determinar, en funcién de a, el drea de la regién limitada por las tres rectas.

(b) Calcular los valores de a € [1,00) que hacen el drea maxima o minima.

a+1
drea F'(z) del trozo de la regién del apartado (a) comprendido entre las rectas
r=0yx==z

1
Sea F': |0, PR — R la funcién que asigna a cada nimero z € |0, —] el
a

1
(c) Justificar la existencia de F” (2) en el intervalo [O, ?] . Calcular I’ (2).
a

(d) ¢Es derivable la funcién F’ (z) en todos los puntos de su dominio?

Solucion.

(a) La regién determinada por las tres rectas es el tridngulo cuyos vértices son
el origen y los puntos donde se cortan las rectas y = ax, y = x con y =1 — ax.

1

y0.5

U x

Para obtener un punto, resolvemos ax = 1 — ax, obteniendo 2az = 1, por lo

que sus coordenadas son
1 a 1
r = — = —_— = —,
Y7572

El otro punto se obtiene a partir de x = 1 — ax, siendo sus coordenadas




El drea del tridngulo, con a > 1, es

1/2a 1/(a+1)
A(a):/o (ax—x)dx—i—/ (—ax +1—2x) dx

1/2a
271/2a 21 1/(a+1)
:@-1)[””—] +[x—(a+1)x—]
2 0 2 1/2a
a— 1 1 1 1 a-+1
T 82 a1l 20a+1) 2 8
1 1 1 1 1

1 20+1) 20 2(a+1) 4a
4a—-2(a+1)  2a-2 1/ a—1
~ Sa(a+1)  8a(a+1) Z( (a+1)>

(b) Para calcular los puntos criticos, resolvemos
A (a) 1 (a(a—i—l) —(a—1) (2a+1)> 1 (—a2+2a+1>
a) = — = — _— =
4 a2 (a+1)° 4\ a2(a+1)°

Esta ecuacién es equivalente a a? — 2a — 1 = 0, cuyas raices son
2+v8 2x242

V8 _ V2 _ 1+V2.

2 2

La raiz 1 — /2 no pertenece al intervalo (1, o0), por lo que el unico punto
critico en dicho intervalo es a = 1++/2. Dado que A’ (a) >0sil <a < 1++v2y

A'(a)<0sia>1+ V2, podemos concluir que en a = 1+ /2 el drea es méxima.
Ademds, tenemos que A (1) = 0, luego en a = 1 el drea es minima.

a =

(c) El drea del trozo del tridngulo comprendido entre las rectas t =0y x = z, es

P fo at—t)dt si 0<z<5
(2) = &= —l—f1/2 —at+1—1t)dt, si 5~ <z<

1
El Teorema Fundamental del Célculo asegura que si z € lO —]

y _ Jaz—z, si 0<
F<Z)_{—az+1—z, si 2—1(1§2§L1.

1
(d) La funcién F’ (z) es derivable en {O, %) U ( } y su valor es
<z

" _Ja—-1, s 0
F (2)_{—a—1, sl <2 <

1
En el punto z = —, la funcién F’ (z) no es derivable porque la derivada por la

izquierda es @ — 1 y la derivada por la derecha es —a — 1, valores que coinciden
siy sélo si a = 0.



Ejercicio 2. Se considera la serie

Obtener su dominio de convergencia y su suma en dicho dominio.

Solucién. Consideramos las series de potencias

- n - n n
Zn—{—l ~z", Sg(x)zzg—nx.
n:O n=0
Los radios de convergencia de estas series son
2 2n+1
Ry = lim T ) Y
n—oo a'n—l—l n—oo (TL + ].) 2”
n 3n+1
Ry = lim — =
o T

Entonces el radio de convergencia de la serie es R = min {2,3} = 2. En el punto

es divergente porque es la diferencia de una serie divergente y otra convergente.
En el punto z = 2, tenemos que la serie

o n n
—1 2
> (wry(
=\ (n+1) 3
converge porque es la diferencia de una serie alternada convergente y una serie

convergente. En consecuencia, la serie es convergente en el conjunto (—2,2].
Sabemos que S(z) = S; (x) — S3 (z) para todo x € (—2,2], donde

z) :i(nil) <_7x>n % () :i”@)

n=0

A partir de la serie geométrica

integrando obtenemos

<—> —2/ —dt_2[1n(2+g;) 1n(2)]=21n<2;*7”).

3




Entonces,

() -en()

n=0
derivando obtenemos
s (-2
n=1 3 3 (3 - ZE>2’
lo que implica que
3x > T\"™
= nl{=) =5 (z
3 — 1) nz::o (3) 2(7)
Finalmente,
x
S(x) =S, (z) — Sp () = = In (1+§) .




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen 3 de Septiembre de 2001
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Se considera la superficie

1 2 3
S:{(x,y,z)€R31x>0, y >0, z>0, —~|———|——:3}.
xr Yy oz
Obtener el plano tangente a dicha superficie en el punto (1,2, 3).
Encontrar el punto de S para el que se hace minima la suma de las coordenadas
f(x,y,2) =x +y+ z, obteniendo dicho valor.

Solucién.
La ecuacién implicita de la superficie es
1 2 3
F(z,y,2) =—+-4+-—-3=0.
xr Yy z

Calculamos las derivadas parciales F, = —z72, F, = —2y~2, F, = —3272, luego
1 1
Fm <1’2’3):_1’ Fy (17273):_57 Fz(172;3):_§

Por tanto, el plano tangente a S en el punto (1,2, 3) es

1 1 Yy 2
—(x—l)—i(y—2)—§(y—3)—0<:>x+§+§—3.

Debemos resolver el problema
sujeto g (z,y,z) =0,

1 2 3
donde f(z,y,2) =z +y+z2yg(zy,z2) =—+—+ — — 3. El teorema de los
r oy oz

multiplicadores de Lagrange asegura que en el punto de S en el se alcanza un
extremo para f existe A € R tal que se verifica la ecuacién V f = A\Vg. Entonces

1 2 3
(L ]-7 1) - /\ <_ﬁ7 _?9 _g) )

lo que implica



Por lo tanto ) )
2 Yy <

2 3’
luego tenemos que y? = 222, 22 = 322. En consecuencia

y=av2, z=aV3

porque z > 0, y > 0, z > 0. La ecuacién ¢ (x,y, z) = 0 implica que

1—l— 2 + 5 —3<:>1<1—|—2+3)—3
R NI VA T 3 7

por lo que las coordenadas del extremo condicionado son

vt (1vEvE) = L2 (14 Va4 vE) 2 = L (1434 V).

La suma de las coordenadas en este punto es
1 2
Fayt 2 =5 (14 VE+VE)
En el punto (1,2,3) € S la funcién
1 2
f(1.2.3)=6> ¢ <1+\/§+\/§> :

luego el extremo condicionado obtenido es un minimo.



Ejercicio 4. Se considera el sélido V' limitado en el primer octante por la super-
ficie cilindrica 2% 4+ 3% = 4 y los planos * = 0, y = 0, z = 0, z = 5. Calcular el
flujo de salida del campo vectorial F' (x,y, z) = (2y, 2y, 3z) a través de la frontera
S del sélido V, directamente y usando el teorema de Gauss.

Solucién. El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida de
F a través de S coincide con la integral triple de la divergencia de F, es decir

//F-ndS:///div(F) d dy dz,

donde V' es el sélido dado. Para calcular la integral triple, usaremos coordenadas
cilindricas (r,0, z) . Las ecuaciones del cambio de coordenadas son

xr=rcosf, y=rsenf, z=z,

donde 0 < r, 0 <6 < 27, y el determinante jacobiano es

d(x,y,2)
d(r,0,z) N

Entonces, V = {(r,0,2) e R*: 0<r <2, 0<60<7/2, 0<2z<5}. Dado que
div (F') = z + 3, el flujo de salida de F' a través de S es

w2 (2 5

///div(F) dxdydz:/ / / (z43)rdzdrdf
J o Jo Jo
21,2

7w [r? z+3 >
== |=| |=+3z
ARIRE .

25 557
=r(Z4+15) ===
"(F9) -5

Para calcular el flujo a través de la frontera S, calculamos el flujo a través de
las cinco superficies siguientes:

1. La superficie cilindrica, parametrizada por S (6,z) = (2cosf,2sen#, z),
donde 0 < 0 < /2, 0 < z < 5. El producto vectorial fundamental es

i ik
Sp xS, =|—2senf2cosf 0 | = (2cosf,2sen,0).
0 0 1

En el punto S(0,1) = (2,0,1), el vector Sy x S, (0,1) = (2,0,0) apunta hacia
el exterior de V', luego la normal exterior tiene el mismo sentido que Sy x S,.



Calculamos

F(S(0,2))-(Sp x S,) = (4sen6,2zsenb,3z) - (2cosf,2send,0)
= 8senfcosf + 4z sen®

=4 (sen 20 + z sen? 9) )

Entonces, el flujo de F' a través de esta superficie es

w/2
//F-nd5:4/
0
S
/2 _
:4/ (5sen29+§(1c—0820)> df
; 2 2

w/2 w/2
— 2
50 cos 20 50 Q_sen 0

2 0 2 4 |,

11
:20<—+—>+50z

5
/ (sen 20 + z sen? 0) dz df
0

2 2 4
25T
=20+ —.
* 2
2. El rectdngulo contenido en el plano y = 0, parametrizado mediante

S(x,z) = (x,0,2),donde 0 <z <2 0<z<5. El producto vectorial

k
Sy x S, = 0|=(0,-1,0),
1

O = e
O O e

tiene el mismo sentido que la normal exterior. El flujo de F' es

2 5
//F-ndS:/ / (0,0,32) - (0,—1,0) dzdx = 0.
o Jo

S

3. El rectdngulo contenido en el plano z = 0, parametrizado mediante
S(y,z) =(0,y,2),donde 0 <y <2 0<z<5. El producto vectorial

k
Sy xS, = 0|=(1,0,0),
1

SO -
O = e

tiene sentido opuesto a la normal exterior. El flujo de F es

2 5

//F-ndS:—/ / (2y, 2y,32) - (1,0,0) dz dy
o Jo

s

2 5
:_/ / 2udzdy = —5 [y2]§:—20.
o Jo



4. El sector circular contenido en el plano z = 0, parametrizado mediante
S(r,0) = (rcosf,rsenf, 0), donde 0 < r < 2, 0 < 0 < w/2. El producto
vectorial

i j k
S, x Sg=1 cosf senf 0|=(0,0,7),
—rsenfrcost 0

tiene sentido opuesto a la normal exterior. El flujo de F es

w/2 2

//F-ndS:—/ / (2rsen®,0,0)-(0,0,7) drdf = 0.
o Jo

S

5. El sector circular contenido en el plano z = 5, parametrizado mediante
S(r,0) = (rcosf,rsenf,5), donde 0 < r < 2, 0 < 0 < w/2. El producto
vectorial

i j k
S, x Sg=1 cosf senf 0|=(0,0,7),
—rsenfrcosf 0

tiene el mismo sentido que la normal exterior. El flujo de F es

w/2 2

//F-ndS:/ / (2rsenf, 5rsenf, 15) - (0,0,r) drdd
o Jo

S

T/2 P2
:/ / 15rdrd9:z{
0 0 2

En consecuencia, el flujo de F' a través de la frontera de V' viene dado por la
suma de los cinco flujos anteriores,

151272
r} — 157,
2 0

//F-ndS:20+25T7T—20+157r:5577T.
S



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen Final. 5 de Julio de 2003
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Analizar la concavidad y convexidad, obtener los puntos de inflexién
y eshozar la grafica de y = e~*". Encontrar las dimensiones del recténgulo de drea
maxima que tiene su base en el eje OX y dos vértices en la grifica de y = e,

Solucién. Para determinar los dominios de concavidad y convexidad, calculamos
y =2z, ' =-2 (e_“”‘;2 - 2x2e_x2) = 2¢" (22° —1).

Dado que 2¢7" > () para todo = € R, tenemos que

1 2
y">0<:>2:132—1>0<:>x2>5(:>|x|>§.

En consecuencia, la grifica es convexa en (—oo, —*/7§> U (?, oo) . De manera
andloga, obtenemos que ¥’ < 0 <= |z| < ?, por lo que la grafica es concava en

el intervalo (—@, @) Los puntos de inflexién son las soluciones de y” = 0, es
decir x = j:g.

El rectdngulo tiene dos vértices en el eje OX y dos vértices en la grafica
de la curva. Como dicha grifica es simétrica respecto al eje OY, tenemos que
las coordenadas de los vértices en el eje OX deben ser (—z,0) y (z,0), donde
{E2

x € (0,00). Los otros dos vértices son (—a:,e"’“"Z) y (x,e” Entonces, el

drea del rectangulo es A (z) = 2ze™*", donde z € (0, 00). Calculamos los puntos
criticos, resolviendo A’ (z) = 2™ (1 —222) = 0 <= = = :I:%. En el intervalo

(0,00) el tinico punto critico es © = ? y dado que A’ (z) > 0si0 < z < g

y A(z) <0siz > Y2 o] punto critico es un mdximo. En consecuencia, el

2
rectdangulo de drea maxima tiene base /2 y altura e~1/2.



Ejercicio 2. Se consideran las series de potencias

>SS e-y sz

n+1
5 (n+1)
1. Determinar su radio y dominio de convergencia segiin los valores de p.

2. Para el caso p = 1, obtener la suma de la serie en el interior del intervalo
de convergencia.

Solucién. El radio de convergencia de la serie de potencias es

. (n+2)
— lim "%
nioo (1 + 1)

R = lim n

n—oo

=1,

Ant1

para cualquier p > 0, por lo que las series son convergentes al menos en (1, 3).
Si p = 0, la serie en el punto x = 1 tiene término general a,, = 1, para todo

n > 0, luego es divergente. En z = 3, la serie )~/ (—1)" no cumple la condicién

necesaria de convergencia. Entonces, el dominio de convergencia es (1, 3).
Si0<p<1,enel punto z = 1, la serie

n

es una p-serie divergente. En el punto z = 3, la serie ) > @ 3),, converge debido

al criterio de Leibniz para series alternadas. Por ello, el dominio de convergencia
s (1, 3].
Sip > 1, en el punto x = 1, la serie es una p-serie convergente, por lo que
también converge en x = 3. En este caso, el dominio de convergencia es [1, 3].

Para calcular la suma de la serie para p = 1, definimos z = = — 2. Integrando
la suma de la serie geométrica

1 oo
— = (-D)"t", —l<t<l,
1+t —
obtenemos
: = n - - n = <_1)n 1
—dt = —1)"t" | dt = -D)"t"dt | = ntl
/1+t A(nz_%( ) ) nz_;(/o( ) > nz_%nJrlZ

En consecuencia, la suma de la serie es

Z (—1)"Zn _ In(1+ 2) . Z (—-1)" (x—2)" = In(z — 1)7

On—i-l z :On—i-l

para todo x € (1,3) con x # 2.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen Final. 5 de Julio de 2003
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Calcular el volumen del sélido interior al cilindro 2% +1? = 2ax, que
estd comprendido entre el plano z = 0 y la parte superior del cono 22 + y? = 2%

Solucién. Usando coordenadas cilindricas

r=rcosf, y=rsent, z=z,

., . s T
la ecuacién del cilindro es 7% = 2ar cos <= r = 2acosd, donde ——= < 0 < —.

[N}

El interior del cilindro verifica 0 < r < 2acosf. La ecuacién de la parte superior
del cono es z = r, por lo que 0 < z < r. Entonces, el sélido

V:{(T>9>Z’)i—g§9§g, 0 <r<2acosb, nggr}.

Como el jacobiano del cambio de coordenadas es r, el volumen es

/2 2acos® pr
vol(V):/ / /szdrdﬁ
—7/2J0 0

w/2 2a cos 6
= / 2 dr d
— 0

w/2
/2 T3 2a cos 6
= — do
/—W/Q { 3 ]0
8a3 [™/?
= cos> 6 db
3 —7/2
8 3 /2
= % (1 — sen? 9) cos 0 do
—7/2
8a? sen3 §]™?
= — |senf —
3 —7/2




Ejercicio 4. Sea C' la curva interseccién del plano y 4+ v/2z = 0 con el elipsoide
x? + %yQ + 22 = 1, orientada positivamente cuando se la mira desde un punto
situado muy arriba en el eje OZ. Calcular

/ (—y +cose®) de+ydy + zdz
c

aplicando el teorema de Stokes sobre una superficie plana adecuada.

Solucién. Los puntos del plano y = —+/2z verifican y?> = 222, lo que implica
que la curva C' es
242 =1,
{y +122=0.

Entonces, consideramos la superficie plana
S = {(:v,y,Z) cat 4yt <, y+\/§z:0}

cuya frontera es la curva C. Parametrizamos S usando coordenadas cartesianas,
es decir,

)
S T, =\%Yy,——7], \T € D7
(z,y) ( y ﬂ) (z,y)
donde D = {(z,y) : 2* + y* < 1} . El producto vectorial fundamental es
k
1
0 |=(0,—&,1]).
4 ( V2 )
V2
Es un vector constante que tiene la direccién del vector normal al plano y la

orientacién que induce coincide con la que tiene la curva C'. A continuacién,
calculamos el rotacional del campo F (z,y,2) = (—y + cose”, y, 2),

i
Sy xSy=[1 0
0 1

i j k
rot ' =V X F = D, D, D, |=(0,0,1).
—y+cose® y =z

El teorema de Stokes asegura que

ng‘dr://rotF'ndS://(0,0,l)‘<O,%,1> dmdy://dxdyzﬂ.

D



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon
Primer Examen Parcial. 27 de Enero de 2003

Ejercicio 1. Deducir la férmula del drea de un segmento parabdlico
en funcién de su base y su altura. Se considera un cono circular recto
con radio de la base r y generatrices de longitud g. Al cortarlo por un
plano paralelo a una de dichas generatrices se obtiene como intersec-
cién un segmento parabdlico. Calcular el drea méxima de los segmentos
parabdlicos obtenidos por este procedimiento.

Solucién: Elegimos un sistema de coordenadas tal que la base del seg-
mento estd contenida en el eje = y el vértice de la pardbola es un punto
del eje y. Entonces, denotando y = ax?+ Bz +c, tenemos que la solucién
de v = 2ax + B =0es ©z = —B/2a = 0, lo que implica que B = 0.
Ademés, la coordenada y del vértice es y (0) = ¢ = h. Finalmente, los
puntos interseccién de la pardabola con el eje = verifican

h b h b> 4h
— a2 - — =4 = - ——
y=ar"+h=0=>z==+ . :|:2:> . 4:>a TR

El drea del segmento parabdlico, en funcién de su base y su altura, es

b/2 422 423
A=2 1—— —2h (2 — —
/0 h( b2>da: h(x 362)
b b 26 2
h(2 6) h6 3bh

1

b/2

0



Si elegimos un sistema de coordenadas xyz tal que la base del cono
estd contenida en el plano xy y el origen coincide con el centro de
dicha base, los puntos interseccién de las pardbolas con dicho plano
son (x, V2 — x2) y (z,—vr?—2?), donde = € [—r,r]. Por lo tanto,
las bases de los sementos parabdlicos son b(x) = 2v/r2 — 22, donde
x € [—rr]

Si denotamos por « el dngulo formado por una recta generatriz y su
proyeccién sobre el plano zy, tenemos que cosa = r/g. La altura h (x)
y la generatriz opuesta forman un tridngulo isésceles con dos dngulos
iguales a o cuya base es r — x. Entonces

r—x
cosa = h(zx) :%:h(@:%, —r<z<r,
El drea de los segmentos parabdlicos es
2 4 gr—z) 2¢g
A(z) = §b (x)h(z) = g\/?“2 - $22—r =3, (r—z)Vr? — a2

donde —r < x < r. Para calcular el drea médxima, resolvemos la ecuaciéon

A )= 2 (v - 2 )

_2_9(—(r2—x2>—m+x2>

B 3r r2 — g2
29 (22% —rx —1r?

= — R — = 07
3r r2 — 12

lo que implica 222 — rz — r? = 0. Las soluciones de esta ecuacién son los
puntos criticos

rEVr248r2 r+3r r
xr = et —
4 4 —r/2.

Dado que en los extremos A (r) = A (—r) = 0y en el tinico punto critico
que es interior, tenemos

_293r |, 7“2_ 37“2_\/§
AR =gyt =TT =5

este valor es el drea maxima de los segmentos parabdlicos.



Ejercicio 2. La curva y = 2%, 0 < 2 < 1, donde k£ > 0, divide el
cuadrado formado por los ejes coordenados y las rectas t =1, y = 1, en
dos regiones R; (la superior) y Ry (la inferior). Obtener por el método
de los discos, el volumen V; del sélido generado al girar la regiéon R; en
torno al eje y. Obtener por el método de las capas (o de los tubos), el
volumen V5 del sélido generado al girar la regién Rs en torno al eje y.
En el caso k = 2, obtener el drea de la superficie generada al girar la
curva dada en torno al eje y y la longitud de dicha curva.

k

Solucién: Las regiones definidas por la curva y = x* en el cuadrado

unidad son

Rlz{(x,y):()ga:gl, xkgygl},
Rgz{(:r,y):()gxgl, OSnyk}.

El volumen del sélido generado al girar R; alrededor del eje y, usando
el método de los discos, es

1 ) 1 1\ 2 1 B y%Hl
Vi=rm [ z(y) dy=m (yk) dy=m [ yrdy=m
0 0 0 £+1

0

B km
k42

El volumen del s6lido generado al girar Ry alrededor del eje y, usando
el método de las capas, es

k+2 |1

k+2

27
o k+2

1 1
V2:27T/ xydx:27r/ P dr = 2n
0 0

El drea de la superficie generada al girar y = 22, 0 < z < 1, alrededor
del eje y es

1 1
S:27T/ x\/1+(y’)2dx:27r/ V1 + 422 dx
0 0

(1 +42)%7 =% (5% - 1)

ol —

= 277g
3
La longitud de la curva y = 22 definida en [0,1] es

L:/01\/1+(y’)2dx:/Olmdx:2/01\/(1/2)2+x2dx.

En primer lugar, vamos a calcular una primitiva de la funcién v/a? + x2.
Usando la sustitucién x = asht, obtenemos dx = achtdt y ademds

Va2 4+ 2?2 = a2+a28h2t:a\/1+sh2t:a\/ch2t:acht.

3



Entonces

t
/\/a2+x2dx:/a2ch2tdt:a2/(e te = / e’ +e?+2) dt
2 2 -2 . t t
:%(%W) - ( et >+2t)+c
2
:%( shtcht + 2t) +C’—az<—$ —|—2argsh >—|—C’
a
2
:—<f\/a2+x2+21n— 1+<—) >+O
4 \a a a

2

=SV@ 2+ S

2

2 2
r+va*+zx L
a

2
V@ + Cmle VAT 4 O

A continuacién, calculamos la integral definida

L:Q/l v/ (1/2)% + 22 da

5 1 5 1 1
:V;+zm<‘+vg>‘zm< z)
V6 1 1445/2
=% it Te o

\/5 L
=g (2+V5).



Ejercicio 3. Se considera la funcién f (z) = In (1 + x) definida en el
intervalo (—1,00). Obtener la serie de Taylor en cero de f, su radio y
su dominio de convergencia. Estudiar el caracter de la integral

1
1
/ n(l—i—x)dx
o IPsenx

Estudiar el cardcter de la serie

1

n2n’

[M]8

n=1

y obtener su suma en caso de que sea Convergente.

Solucién: La derivada de la funcién f (t) = In (1 + ¢) satisface

(=" =) (1"t

n=0

WK

£ = =

3
Il
=)

donde |t| < 1. Integrando la derivada entre 0 y z, obtenemos

r OO o 00 . z . 00 n$n+1
F@-10= [ S erra=Scr [ra=3 0t
por lo que

1n(1+x):z%x”:x_§+§_...

n=1

es la serie de Taylor de f, debido a su unicidad. El radio de convergencia
de la serie es

1

R = lim

n—oo

1.

1
zlim%zlimn—‘_ =

n—oo n—oo n

Ap+1

n+1

La serie converge absolutamente en (—1,1). Estudiamos la convergencia
en los puntos terminales t = —1 y x = 1. En el primero, la serie

n=1 n=1 n=1

es divergente por el criterio integral. En el segundo punto, la serie

[ee} _1 n—1
PR

n=1



es convergente por el criterio de Leibnitz. Entonces la serie es conver-
gente en el intervalo (—1, 1].
Para analizar la integral impropia, usamos el criterio de comparacién

por limites con la integral
"1
—dx

o ¢

que es convergente si a < 1 y divergente si o > 1. Calculamos

In(1+x)
lim —zZsenr _ i, x_a -1
G 1 20+ XP
xoé

si p = a porque In (1 + x) y senz son infinitésimos equivalentes cuando
x — 07. En consecuencia, la integral es convergente si p < 1y divergente
sip>1.

Aplicando el criterio del cociente a la serie, obtenemos

1
n . 12n+t 1 | 1
limaﬂ:hmu:—hm n ==-<1,
n2m

por lo que la serie es convergente. Para sumarla, usando el apartado 1
obtenemos



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 11 de Junio de 2003

Ejercicio 1. Calcular el volumen del elipsoide
2 2 2
x Yy z
St tg=1
Probar que el elipsoide de volumen méximo, sujeto a la condicién de que
a + b+ ¢ sea constante, es una esfera.

Solucién. Usando las coordenadas x = arsen¢cosfl, y = brsen¢senb,
z = crcos ¢, la ecuacién del elipsoide es 7 = 1 y el sélido que encierra esta
superficie es

E={(r¢0):0<r<1, 0<¢<m 0<6<2n}.
Fl jacobiano de este cambio de coordenadas es

asen ¢ cos 0 ar cos ¢ cos § —ar sen ¢ sen

—g($’y’;) = |bsen ¢ sen b br cos psen brsen ¢ cosf

(r,¢,0) € Ccos ¢ —crsen ¢ 0
B ar cos ¢ cos @ —ar sen ¢ sen 6 asen¢cost —arsen¢sent
= ccos¢ brcos¢psent brsen ¢ cos6 ’—i—crsenqﬁ bsen ¢sen® brsen¢cost

= aber? cos® ¢ sen ¢ + aber? sen® ¢ = aber? sen ¢.

Aplicando la férmula del cambio de variables, obtenemos

2r  pm 1 T‘S 1 4
vol (E) = / / / aber? sen ¢ dr d df = abe2n [—] [— cos @] = s mabe.
o Jo Jo 3]0 3
La funcién objetivo f (a,b,c) = %ﬂ'GbC es no negativa y sélo se anula si
al menos uno de los semiejes a,b,c es nulo; en cuyo caso se obtendria el
valor minimo. Entonces, podemos suponer que a,b,c > 0. La restriccion es
g(a,b,c) =a+b+c—k =0. Usando el criterio de los multiplicadores de La-
grange, determinamos los puntos solucién del sistema V f = AV g, resolviendo

drbe = N,
277&02)\,
%W@b:)\,
a+b+c=k.

Igualando las tres primera ecuaciones, obtenemos bc = ac = ab, que con
k
la cuarta implican ¢ = b = ¢ = —. Entonces hemos obtenido una esfera de

dio E LA (BN _ Axk?
radio 3,COIlVO—37T 3 == 31 .




Ejercicio 2. (Cuadratura de la luna) Consideremos la regién R del plano
que es exterior a la circunferencia con centro en (0,0) que pasa por el punto
(a,a) e interior a la circunferencia con centro en (0,a) y radio a. Usando el
teorema de Green, demostrar que el drea de dicha regién coincide con el drea
de un cuadrado de lado a.

Solucion.

La ecuacién de la circunferencia con centro en (0,a) y radio a es x? +
(y —a)® = 4% La ecuacién de la circunferencia con centro en (0,0) que
pasa por (a,a) es 2 + y? = 2a%. Los puntos de interseccién de ambas son
(—a,a) y (a,a) que tienen coordenadas polares (a\/i, 37?/4) y (a 2,7T/4)
respectivamente.

La curva cerrada C' que forma la frontera de R es unién de la curva C4
parametrizada por z (0) = acosf, y(0) = a + asend, donde 6 € [0, 7] y de
la curva Co parametrizada por z (8) = av/2cos@, y () = av/2sen6, donde
0 € [r/4,3m/4].

El teorema de Green implica que

1
area (R) = 5% xdy —ydz,
C

donde la orientacién de C' es positiva. Las orientaciones de C; y Cs con
las parametrizaciones dadas son antihorarias, por lo que para que C tenga
orientacién positiva, debemos usar la orientacién horaria en Cs, cambiando el
signo de la integral de linea. Entonces,

/xdy ydx—/ xdy—yda:)
Ca
3
4
( a 2senf +a ) df — 2a2d9)

a? [~ cos 6 + 05 — 2a* [0)] )

area (D)=

::plq\

usla,,;|

( +7Ta — 7Ta2) = a?.

1
2
1
2
1
2
1
T2



Ejercicio 3. Sea S la porcién del paraboloide z = z? 4+ y? que se encuentra
en el semiespacio 2y+z < 3. Calcular el flujo de salida del campo F' (z,y, z) =
(y + z,2 + z, z) directamente y mediante el teorema de Gauss.

Indicacidon: Utilizar las coordenadas x = rcosf, y = —1+rsenf, z = z, para
parametrizar S.

Solucién.

La ecuacién del paraboloide con las coordenadas dadas es
z=r2cos? 0+ (rsenf — 1)* = r2 — 2rsenf + 1,

donde 0 < 0 <27y z < 3 — 2y implica 2 —2rsenf+1 < 5—2rsenf, lo que
equivale a que r? < 4. En consecuencia, la parametrizacién de S es

S(r,0) = (rcos@,rsen@— 1,r? —2rsen0+1), 0<r<2, 0<60<2nm.

El producto vectorial fundamental es

i j k
Sy X Sp=| cosb senf 2r —2senf | = (—27“2 cos 6, 2r — 2r? sen 6, r) .
—rsenf rcosf —2rcosf

En el punto S (1,0) = (1,—1,2) el producto vectorial fundamental
(Sy % S5) (1,0) = (~2.2,1)

tiene la direccién interior. El flujo de salida del campo F' (z,y,2) = (y + z, 2 + 2, 2)
a través de S es

//F-ndS—/()?/OQﬂ—F[S(r,H)] (S, x Sp) dOdr.
S

El producto escalar —F' [S (r,0)] - (S, x Sp) =

(r2 —rsen@,r? —2rsen6 +rcosf + 1,72 — 2rsen + 1) (2r2 cos 0, —2r + 22 sen 0, )
= 27“4 (COSQ + sen 9) — 4743 Sen2 0 + 87”2 Sene _ 27'2 C080 . 37"3 _ 37”'



El flujo exterior a través de S, usando que sen? = (1 — cos26)/2, es

2 r2m
/ / [2r* (cos 6 + sen §) — 4r® sen® 0 + 8r® sen @ — 2r° cos 0 — 3r® — 3r| dfdr
0o Jo

2 4

i 2
2/ [27"4 (send — cos @) — 473 <Q _sen 0) _8r2cosf — 22 senf) — 3 (r3 +7“) 9]
0

2

2 2 107%
= / [—47Tr3 — 67 (r3 + r)] dr = / [—10777“3 — 67rr] dr = —m [T + 37“2]
0 0 0

= —7 (40 + 12) = —527.

Para usar el teorema de Gauss, consideramos la superficie T tal que SUT
es una superficie cerrada. Como T estd contenida en el plano z = 3 — 2y, su
parametrizacion es

T (r,0) = (rcosf,rsenf — 1,5 —2rsenf), 0<r<2 0<6<27.
El producto vectorial fundamental es
i j K
T, xTp=| cosf senf —2senf |=(0,2rr).

—rsenf rcosf —2rcosf

Dado que T} x Ty tiene la direccién exterior al sélido 2 encerrado por
S UT, el flujo exterior a través de T es

2

0

2 27
//F-ndS:/ / (4 —rsenf,rcosf +5—2rsend,5 — 2rsenf) - (0,2r,r) df dr
o Jo

2 27
:/ / r(2rcos€—6r256n9+15) de dr
o Jo
2 o 2
—/ T [2rsen9+6r20089+159]0 dr—/ 307 dr
0 0

r2 2
= 307 [—} = 607.
2 |o

El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida de F a
través de SUT coincide con la integral triple de la divergencia de F', es decir

//F-ndS:/Q//div(F) dz dy dz.

sSuT
Dado que div (F') = F, + F, + F, =1, y el sélido

Q:{(T,G,z):0§r§2, 0 <6 <2, T2—2rsen9+1§z§5—2rsen0},

dr



tenemos que

2w 2 5—2rsen 6
///div(F) d:z:dydz:/ / / rdz dr df
e 0 0 Jr2—2rsenf+1

2w 2 P4 2
—/ / (4—7’2)rd7’d9:27r [27"2——] = 8.
o Jo 4|,

Entonces, el flujo de salida del campo F' a través de S es

//F-ndS://F‘ndS—//F~ndS:87r—6O7r:—527T.
S T

suT



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen de 1 de Septiembre de 2003
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Una vasija que tiene la forma del paraboloide de revolucién de
eje vertical obtenido al girar la curva y = px? en torno al eje OY, se encuentra
parcialmente llena de agua. Calcular el cociente entre el drea de la superficie
mojada de la vasija y el volumen de liquido cuando la superficie superior del
agua es un circulo de radio R.

Solucién. Usando el método de los discos, el volumen V' del liquido es

pR? pR2y
V:’ﬂ'/ xQdy:W/ =dy
0 0 p

K lyzrlﬁ B TR
0 p 2

p |2
npR*
5

El drea de la superficie mojada viene dada por

R
A:27r/ z\/1+ (v)* do
0
R
:27r/ xy/1+ 4p222 dx
0
21 3/2 f
=27 | =— (1 + 4p*2?
W[38p2( " px) ]o

_ 6ip2 (1+ap?Rn) " 1)

El cociente entre el drea de la superficie y el volumen es

_g|arwry -]

TpR4
2

(14 4p*R2)** —1
3p3 R4

<l




Ejercicio 2.

1. Dentro de un circulo de radio R se inscribe un cuadrado y dentro de éste un
nuevo circulo. El proceso se repite indefinidamente. Determinar la suma
de las dreas de todos los circulos resultantes.

2. A partir de la serie geométrica, obtener el desarrollo en serie de potencias

en el origen de la funcién f (z) = ( H?;”Q)Q.

Solucién. 1. Si R es el radio del circulo dado, tenemos que su drea es Ay = TR2.

El radio y el drea del nuevo circulo inscrito en el cuadrado son

m T R?
RCOSZZE y AIZT

Usando el principio de induccién, obtenemos que el radio y el drea del n-ésimo
circulo son

T R 7 R?
COS 1 0% y on

En consecuencia, la suma de las dreas de todos los circulos resultantes es
_ _ P2 L2 _ 2
S—ng_OAn—ﬂR n§_02n—7rR (1_%)—27#2.

2. Derivando la serie geométrica

o0

1 n _.2n
S=> ()", —l<z<l,
1+ —
obtenemos

—2x . n 2n—1
—222(—1) 2na ", —l<az <l
(1+22)° =

El desarrollo en serie de potencias en el origen de la funcién es
f(x) = 2 i (=)™ ong™t, —l<az<1

= 5 = , .

(14 22?) o



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen de 1 de Septiembre de 2003
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Se desea construir un abrevadero para ganado con una chapa rec-
tangular muy larga y con a metros de anchura. A ese efecto se pretende doblar
hacia arriba dos tiras laterales de anchura = con un dngulo 6 y tapar luego los
extremos con dos piezas planas trapezoidales adecuadas iguales. Determinar = y
0 de forma que el abrevadero resultante tenga volumen maximo y obtener el drea
de las piezas planas necesarias para tapar los extremos.

Solucién. El volumen del abrevadero es el producto del drea de la pieza plana
trapezoidal por la longitud [ de la chapa, es decir,

1
V:§(B+b)hl,
donde
b=a—2x, B=a—2rx+2zxcosf y h=uaxsend.
Entonces

V (2,0) = (a — 2z + zcosf) wsenfl = | [(a — 2z) zsen§ + z? sen  cos 0]

donde 0 < x < a/2y 0 <6 < 7/2. En primer lugar, determinamos los puntos
del interior del conjunto que verifican VV (z,6) = (0,0), resolviendo el sistema

[[—2zsenf + (a — 2x)send + 2z sen  cos ] = 0,
[[(a —2x) xcosf + 22 (cos?  — sen? )] = 0.

La primera ecuacién implica que
asenf + 2x (senf cos — 2senf) = 0 <= send [a + 2z (cosf — 2)] = 0.

En el interior del conjunto tenemos que 0 < 6 < m/2, luego senf > 0. Esto
implica que
a+2x(cosh —2)=0

y obtenemos
a

2(2—cosf)

xr =



Con este valor, la segunda ecuacién es
a acosf N a? (cos? 0 — sen? f)
2 —cosf ) 2(2—cosb) 4(2 — cosf)?
a(2—cosl) —a acos f a? (cos? 0 — sen? f)
<~ + 5
2 — cosd 2(2 — cos?) 4(2 — cos)

2(a—acosf)acosf + a’cos®§ —a’*sen’ 0

=0

= (a-

=0

5 =0
4(2 — cosf)
2a2 cos — a? cos? 0 — a? sen? 0 2a2 cosf — a?
2 =U<— 2 =
4 (2 — cosf) 4 (2 — cosf)
T

1
<:>a2(2(:059—1):O<:>0059:§<:>9:§.

En consecuencia, la anchura de cada tira y el dngulo obtenidos son
a a .7
rT = —— = -, = —.
22-3) 3 3
En el punto interior obtenido, el drea de cada pieza trapezoidal plana es
243 243 23v3 3
A = (a — 2v) zsenf+z*sen cos ) = (%) g—l—(%) % = (%) T\/_ = 1—\/2_a2.
El volumen obtenido en el punto es
V(D) =Y
33 12
A continuacién, estudiamos los puntos criticos en los cuatro segmentos que
forman la frontera. Si # = 0 entonces V = 0. Si 2 = a/2 el volumen viene dado
por V (0) = (a?/4) sen 6 cos 01, donde 0 < 6 < 7/2. Resolviendo la ecuaciéon
V' (0) = (a®/4) (cos®§ — sen®6) | = 0,

obtenemos cos 20 = 0, donde 0 < 20 < 7, luego 26 = 7/2 y el unico punto critico

es 0 = w/4. Por tanto,
a m a1, 1,
V(31) = T3 =5
Si @ =0 entonces V =0. Si§ =7/2 el volumen es V (z) = (a — 2x) xl, donde
0 <z <a/2. La ecuacién
Vi(z)=(-2x+a—2x)]l=(a—4x)] =0,

tiene como unica solucién = = a/4. El volumen en dicho punto es

a m a\ a 1,
V(32)=(-3) =5
Dado que § < % & 2 < /3, el volumen méximo se alcanza en (a/3,7/3) y

el drea de cada pieza es %a?



Ejercicio 4. Sea 2 el recinto comprendido entre el exterior de un paraboloide y
el interior de un elipsoide definido por

Q:{(x,y,z)€R3zz+3§x2+4y2, x2+4y2+z2§9}.

Sea S la superficie que limita a  y sea F (x,y,2) = (zz,senz,e¥). Calcular
[Js F -ndS usando el teorema de Gauss.

Solucién. El teorema de Gauss afirma que el flujo de salida de F' a través de S
coincide con la integral triple de la divergencia de F, es decir

//F-ndS:///div(F) dx dy dz.

La divergencia de F'(z,y, z) = (zz,sen z,e¥) es div (F') = z, por lo que debe-
mos calcular [[[, zdxdydz. Obtenemos la interseccién del paraboloide y el
elipsoide, resolviendo

2+ 3=+ 4y

x2+4y2+22:9}:z+3+z2:9:22+z—620.

Las soluciones de esta ecuacién son

_—1:|:\/1+24_—1j:5_{ 2,

: 2 2 _3.

Entonces, la regién €2 se puede describir como la unién de las secciones
AGz)={(z,y): 2 +3<a?+ 44> <922}, —3<z<2

Por ello, la integral triple verifica

2 2
///zdmdydz:/ // dx dy zdz:/ area (A (z)) zdz.
Q -3 -3
A(z)

Cada seccién A (z) es el recinto comprendido entre las elipses 22 +4y? = 9 — 22
y 2% + 4y* = 2z + 3. Las ecuaciones canénicas de estas elipses son

ZL‘2 y2 iL'2 y2

o—2 -2/ Y T3 G

Las dreas de las regiones que encierran las elipses son, respectivamente,

_ 2
Ay =mv9 — 22 ) 42 25(9—22)7

3
Ay=mvz+3 Zl— :g(z+3).

5



Entonces, el drea (A (z)) = Ay — Ay = Z (6 — 2° — 2) y la integral pedida es

2 4 3 2
T s z Z
dedydz=— | (=23 —22462) dz == |- — 2 13,2

///Qz:vyZQ/g(z z+z)22{4 3+z_3

T/ 2¢ 2 3 33

=—(-= - 4124+ - 97

2( I 3T )

T 8 81

=—|(-4—=-+12+—-9-2

2( 3+ + 9 7)

w (81 8 w (=125

—_ ([ =_-Z-_-928) == [ —/——

2<4 3 8) 2( 12)

B 1257

24



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezamen Final. 19 de Junio de 200/
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Un depdsito subterrdneo de gasolina tiene forma de cilindro
eliptico, con semieje horizontal a, semieje vertical b y anchura L. Para medir
su contenido se sumerge una vara hasta la parte inferior del depdsito y se
mide la altura h del nivel de gasolina. Calcular el volumen de la gasolina que
contiene el depdsito en funcién de h.

Solucién. Consideramos la elipse de semiejes a v b que es una seccién del
depésito. En primer lugar, calculamos el drea de la porcién de la elipse que
estd comprendida entre el vértice (0, —b) y la recta y = —b + h. Dado que la

ecuacién de la elipse es
2 . y? ,
a? = b2 ’

tenemos que las coordenadas de dos puntos simétricos respecto al eje y son

y? [,y
(a 1_§7y>7 <_a 1_§7y>7

donde —b < y < b. Entonces, el drea de la porcién de elipse es

—b+h 2 —b+h
Y 2a
A(h)zZa/b 1_b_2dy:?\/\b \/b2—y2dy

Para calcular la integral, usaremos el cambio de variable y = bsent, que
verifica
y=—-b=sent=—-1=t=—-7r/2,
h h
y:—b+h:>sent:3—1:>t:arcsen 3—1 ,

dy=bcostdt, \/b*> —y?> =bVcos?t = b|cost| = bcost.



En consecuencia,

arcsen(%fl) 9
A(h):ab/ 2 cos tdt:ab/

—7/2 —7/2
sen 2t:| arcsen(%fl)

2 —7/2
h T sen 2t arcsen( % 71)
ab arcsen(——1>+—+{ } .
b 2 2 /2
Dado que sen2t = 2sent cost, el valor de cost en t = arcsen (% — 1) viene

dado por cost = v/1—sen?t = /1 — (% — 1)2, y ademds sen (—7) = 0,

obtenemos
sen 2t arcsen(%fl) h h 2
=|--1 1—-(=--1].
2 /2 b b

El volumen de la gasolina que contiene el depésito es

h ™ (h oo\
V (h) = abL arcsen(z—1>+§+<g—1> 1_<3_1>

arcsen( % - 1)

(14 cos2t) dt

ab [t—i—




Ejercicio 2. Dada la serie de potencias

o0
E n3z™
n=1

calcular su radio de convergencia, su dominio de convergencia y su suma en
dicho dominio.

Solucién. El radio de convergencia de la serie de potencias es

3 n3

R Lot _
o nsoo (n4 1)  neoond + 302 1 3n+ 1

n—oo

Ap4-1

En el extremo z = 1, la serie Y 2, n? es divergente porque la sucesién

3 3 n
(n )nzl no converge a cero. Por la misma razoén, la serie > 2, n’(—1)

también es divergente. Entonces, el intervalo de convergencia es (—1,1).

Para calcular la suma de la serie en los puntos tales que |z| < 1, sabemos que

o
g " =
n=0

para |z| < 1. Derivando, obtenemos

> d [ d 1 1
n—1_ n _ —
nz::lm: dx (Em ) dx <1—:L‘> (1—x)*

n=0

lo que implica Y 02 | na™ =z / (1 —z)? . Derivando ambos términos,

Zn2n1 _< x >_(1—x)2+2m(1—x)_ 1+
(1—=) (1—a) (1—2)”
para |x] < 1. Multiplicando por x, obtenemos
ZTL . ZL’ +x
x)3.

Derivando una vez mas,

- 3 gn1 i(m —i—a:):(2x+1)(1—x)3+3(a:2+x)(1—96)2
1 dr \ (1

= — )’ (1—2)°
e+ -2)+3(2®+2) 20+1-22%—2+322+3
N (1—a)! - (1—a)!
_x2+4a:+1
RCEA

Entonces, la suma de la serie en el dominio |z| < 1 es

Zn B :U +4m+1)

(z —1)*




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezamen Final. 19 de Junio de 200/
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Hallar los extremos absolutos de f (x,y) = 422 + y? — 4z — 3y,
sobre el conjunto M = {(z,y) € R? : y >0, 4a? +y? <4}.

Solucién. En primer lugar, buscamos puntos en el interior de M, tales que
Vi(z,y) =Bz —4,2y—3) = (0,0) = (z,y) = (1/2,3/2).

Las coordenadas del punto P, = (1/2,3/2) verifican 4 (1/4) +9/4 =13/4 < 4
y 3/2 > 0, por lo que P; pertenece al interior de M. La frontera de M es la
unién de la semielipse 422 +y? =4, y > 0y el segmento y =0, —1 <z < 1.
Usando multiplicadores de Lagrange V f = AVg, con la restriccién g (z,y) =
422 4+ y? — 4 = 0, obtenemos

8x —4 = A8z, 2z (1 —X) =1,
2y — 3 = A2y, 2y(1—X)=3.

Entonces, 6z (1 —A) =3 =2y (1 —\). Si A = 1 obtenemos 8z — 4 = 8z, por
lo que necesariamente A # 1 y podemos dividir por (1 — ). Asi, tenemos que
6z = 2y < 3z =y, por lo que 422 + 922 — 4 = 0, que implica 1322 = 4. Las
soluciones son x = +2 / V13 y sabemos que y = 3z, luego el tnico punto que
verifica la restriccién con y > 0 es

P — <i L)
TV Vi3
En el segmento y = 0, —1 < z < 1, tenemos que Vf = AVh, con h (z,y) =y,
implica

8 —4=0, r=1/2,
2y —3=X\ = { A= -3,
y=0, y=0.

Por tanto, el tercer punto es P3 = (1/2,0). La interseccién de la semielipse
con el segmento proporciona los puntos Py = (—1,0) y P5 = (1,0) . Los valores
de la funcién en dichos puntos son

13 13 4 9 13 13 13
f<P1>f(§v§>1—5—51—77—3-257
2 6 8 18 26
P)=fl—=,—= ]| =4-—=—-—==4—- =~ —3.2111,
fB) f<v13 \/13> 13 13 V13

1
P =1 (5:0) =1 £(P)=F(-L0) =8 F(r)=F(10) =0,

En consecuencia, el maximo absoluto se alcanza en Pj, mientras que el
minimo absoluto se alcanza en P;.



Ejercicio 4. Sea S el octante positivo de la superficie esférica unidad.

1. Calcular la integral de superficie

/ / s,
24 y? 4 (2 — 1)

2. Calcular directamente y usando el teorema de Stokes la integral de linea
§CF -dr, donde C' es la curva frontera de S orientada por la normal
exterior y

1
F o) = o (@),

Solucién 1. Parametrizamos S usando coordenadas esféricas, es decir,
S(®,0) = (sen @ cos,sen Psend,cos®), (P,0) € [0,7/2] x [0,7/2].

El producto vectorial fundamental es

i j k
Se X Sg=| cos®Pcosf cosPsenfl —send
—sen®senf sen P cosb 0

= (sen2 ® cos 0, sen? @ sen 6, sen  cos fb) .
En primer lugar, obtenemos la norma del producto
ISe x Sy = (sen4 ® + sen? @ cos? P) /2 - (sem2 P) V2 _ |sen ®| = sen P,

porque ® € [0,7/2]. A continuacién, calculamos el valor del integrando en S,

1 1
\/sen2fbcos29+sen2<1>sen29+ (cos ® — 1)2 Vsen? @ + cos? @ + 1 —2cos P
_ 1
V2 - 2cos®

Finalmente, calculamos la integral de superficie

1 /2 sen ®
dS—/ ——dd dh
é/ \/$2+y2+(z—1)2 0 0 V2 —2cos®

1 /2 1/2 /2
E/O [2(1—(108(1)) } do

0
9 /7r/2
V2o



Solucién 2. Para calcular directamente fc F' - dr, observemos que la curva

frontera de S orientada por la normal exterior verifica C' = C; U Cy U Cj,

donde C} estd contenida en el semiplano 6§ = 7/2, la curva C en el semiplano

0 =0y Cs en el plano ® = 7/2, todas ellas con orientacién antihoraria.
Parametrizamos —C7 mediante

r1 (@) :S(%,@) = (0,sen®,cos @), 0<® < g

Dado que F (r1(®)) = (0,sen®,cos®) y r} () = (0,cos P, —senP),
obtenemos

/2
/ F-dr:/ (sen® cos @ — cos Psen ®) dP = 0.
Ch 0

Una parametrizaciéon de Csy viene dada por
ro (@) = S5(0,®) = (sen®,0,cos ), 0 <P < g

Entonces F (12 (®)) = (sen ®,0,cos ®) y 4 (®) = (cos ,0, — sen ) implican
f02 F -dr = 0. La curva C3 se parametriza con

r3 (0) :S<9, E) = (cosf,senf,0), 0<6< g

2

Anélogamente, F (13 (6)) = (cosf,sen6,0) y r5 () = (—sen6, cos 0, 0) impli-
can f03 F - dr = 0. En consecuencia, la integral de linea fc F-dr=0.
El teorema de Stokes asegura que

]{F-dr—//rotF-ndS.
C
S

Para aplicarlo, calculamos el rotacional del campo vectorial F (z,y, 2),

i j k
rot F=V x F' = Dx Dy Dz
(I2+yzﬁ_zz)3/2 (xz_,_yz?j_zz)?»/? (x2+y2122)3/2
_ —3zy + 3yz 3rz — 32z —3yzx + 3zy
(@2 + 2+ 22)%% (22 + 42 + 22)%% (22 + 32 + 22)7/°
=(0,0,0).
Entonces,
j{ F-dr://(0,0,0)-ndS:O.
C
S



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon
Primer Examen Parcial. 20 de Enero de 2004

Ejercicio 1. Calcular el drea maxima del rectdngulo que se puede cir-
cunscribir alrededor de un rectdngulo dado de longitud L y anchura W.

\0

Solucién: Elegimos como variable el angulo # en radianes. Entonces,
el drea del rectdngulo circunscrito es

A(0) = (Lcosf+ Wsenf) (Lsent +Wcosh), 6¢e [O, g} :
Para obtener los puntos criticos, resolvemos la ecuacién
A"(0)=(—Lsen® + W cos0) (Lsent + W cos6)
+ (Lcosf + Wsenf) (Lcos — W senf)
=W?cos’0 — L*sen® 0 + L? cos®> § — W?sen? 0
=17 (0082 6 — sen? 0) + W2 (C082 6§ — sen? 0)
= (L* + W?) (cos® 6 — sen®0)
= (L2 + WQ) cos 26 = 0.
Dado que 20 € [0, 7], la tinica solucién de esta ecuacién es el punto
critico

T T
— = 0=—.
2 4

Observemos que si § € [0,7/4) entonces cos20 > 0y A’ (6) > 0.
Ademéds, si 0 € (7/4,7/2] entonces cos20 < 0y A’ (#) < 0. En conse-
cuencia, el drea maxima del rectdngulo circunscrito se alcanza en w/4 y
su valor es

A(3)=@+wy (?) :@:LWML#.

20 =



Ejercicio 2. Sea R la regién del primer cuadrante limitada por las
curvas y = 2x — 22 y y = 2°. Calcular

(a) el drea de R,
(b) el volumen que se obtiene al hacer girar R en torno al eje z,

(c) el volumen que se obtiene al hacer girar R en torno al eje y.

Solucién: La region definida por las curvas dadas es
R:{(m,y):nggl, x3§y§2x—m2}.

(a) El drea de R es

1 -

a(R):/ (22 — 2% — 2°) dx:{xQ—E—Z}

0 0
115
3 412

(b) El volumen del sélido generado al girar R alrededor del eje z,
usando el método de los discos, es

:Wr_wxﬁ_f_qlﬂ(hz_l_z)
3 5 7 1o

(1,1 1Y 3542115\ _ 4l
“"\37577)°7 105 ~ 105

(c) El volumen del sélido generado al girar R alrededor del eje y,
usando el método de las capas, es

1 1
V, (R)= 27?/ (20 — 2% — %) do = 27r/ (227 — 2% — 2*) dx
0 0

2003 2t 2P 2 1 1
Y e N (R VY
W{s 1 5}0 7T<3 1 5)

o, (0-15-12) 13
= 4T —60 == .



Ejercicio 3. Dada la funcién

f(z )zalogG*i), ] < 1.

(a) Obtener la serie de Maclaurin de f y su dominio de convergencia.

(b) Probar que la serie

1 1 1

2 2nt1) 2n+2):1-2+3-4+5-6+”'

n:O

es convergente y calcular su suma integrando f en el intervalo [0, 1].

Solucién: (a) La derivada de la funcién f satisface

o () () (222) () o
- _1x2 - :0 (v%)" = g:f",

donde 2% < 1 & |z| < 1. Integrando f’ (t) entre 0 y x, obtenemos

s [ (B oS ([ 00)- £

n=0
Como f (0) = 0, tenemos que
0 x2n+1 3 5

s T
FO=2 gg=rrgts

es la serie de Maclaurin de f en (—1,1), debido a su unicidad. Para
estudiar la convergencia en los puntos terminales x = —1 y = = 1,
consideramos la serie

00 2n+1 o]

1
Z 2n+1 __;2n+1

n=

que es divergente por el criterio de comparacién por paso al limite con
la serie divergente >, 1/n. En el segundo punto, la serie es la opuesta
de la anterior, por lo que también es divergente. Entonces, el dominio
de convergencia es el intervalo abierto (—1,1).

3



(b) Para analizar la convergencia de la serie

= 1
Z (2n+1)(2n+2)’

n=0

usamos el criterio de comparacion por paso al limite con la serie conver-
gente Y > 1 /n? . Dado que

1
. (2n+1)2n+2) . n? 1
]. — 1 = —
P T niee (2n+ 1) (2n+2) 47
n2

concluimos que la serie es convergente. Integrando f en el intervalo
[0,1], obtenemos

111 1+1 J | T [0 g2l J | i T yntl ;
— _— t: 1 t: i t
/0 2 Og(l—t) 1= Jy 2 5T xir?nz_;(/o 2n + 1 >

n=0
© 2n+2 0o 1
= lim v = '
a1 £ (2n+1)(2n+2) g (2n+1) (2n +2)

Entonces la suma s de la serie se obtiene integrando por partes la
funcién f en el intervalo [0, 1]. Es decir,

1 1+x 1 1+2\]' [' 22
— [ 21 _ ] _
s /020g(1_x)dx 5 {xog(l_x)h /01_x2dx

1 1+ !
=3 [xlog (E) + log (1 — ﬂ)L

== [zlog (1 +z) — zlog (1 — z) + log (1 + z) + log (1 — )]

[(1+z)log(l+z)+ (1 —2z)log(1l— x)](l)

(NN NN

1
=3 (21og2 + 111{17 (1 —2z)log(1— a:))

1 log (1 —
—log2+ L lim 28U~

2 z—1— 1=z

1 =1
=log2+ = xli)r?i 1;"”

(1-2)?

zlogQ—% lim (1—x)

r—1—

=log 2.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Fxamen Parcial. 1 de Junio de 200

Ejercicio 1. Hallar los extremos absolutos de f (z,y) = ($2 + y2) e® en el
conjunto
D= {(z,y) eR*: 2% +y* < 1}.

Solucién: Para obtener los puntos criticos del interior de D, resolvemos el
sistema

fo (2,y) = 22e™ + (2%y + %) €™ = (22 + 2%y + %) €7 = 0,
fy (x,y) =2ye™ + (2° + 2?) €™ = (2y + 2° + 2?) ™ = 0.
Dado que e > 0, el sistema es equivalente a
2z + 2y +y* =0,
2y + 2 + xy* =0.
Si a la primera ecuacion le restamos la segunda, obtenemos
(z —y) (2_952—92) =0=2=uy obien 22 +y?=2.

Los puntos solucién de la ecuacién 22 + y? = 2 pertenecen al exterior de D,
por lo que necesariamente z = y. Entonces

0=2z+2°+2° =2z (1+27),

es una ecuacién que tiene x = 0 como Unica solucién real. En consecuencia,
el tunico punto interior de D candidato a extremo es P; = (0,0).

La frontera de D se define con la restriccién g (z,y) = 22+y?—1 = 0. Usando el
criterio de los multiplicadores de Lagrange, determinamos los puntos solucién
del sistema Vf (z,y) = AVg (z,y), resolviendo
(22 + 2%y + ¢°) €™ = 2\,
(2y + 2° + zy?) €™V =22y,
z? + y2 =1.
Usando la tercera ecuacién, obtenemos las igualdades
2x+x2y+y3:2x+y(x2+y2) = 2x + v,
2y + 2 + zy? =2y + 2 (2* + y°) = 2y + =,
que implican que las dos primeras ecuaciones del sistema son
(2z +y) ™ =2\,
(2y + x) ™ =2\y.



Si a la primera ecuacién le restamos la segunda, obtenemos
(x—y)e™ =2\ (z —y) =z =y o bien ™ =2\

En el caso de que = = y, la tercera ecuacién implica que 222 = 1, por lo que

1 1 1 1
P = = = } P = T =T T =
son dos puntos de la frontera de D candidatos a extremos. Si e = 2X

entonces 2x 4+ y = x implica y = —x, que con la tercera ecuacién proporciona
los puntos

1 1 1 1
P = —, T —F—= 5 P — —_7 —— .
Los valores de la funcién en dichos puntos son
F(P)=0, f(P)=f(Py)=e" f(P)=[(P5)=e2

Entonces, el médximo absoluto se alcanza en P, y P3, mientras que el minimo
absoluto se alcanza en P;.



Ejercicio 2. Sea C la cardioide de ecuacién r = a (1 + cosf) orientada
positivamente.

(a) Calcular la integral de linea

jl{ [(ar:2 T aac)2 —a? (2% +y* - 1)] ds,
C
usando el resultado para obtener la longitud de C.

(b) Calcular la integral de linea

]{ ydx — x dy,
C

y utilizarla para deducir el drea de la regién encerrada por C.

Solucién: La cardioide C' se parametriza mediante

x=rcosf =acosf (1+cosb),

y=rsenf = asenf (1 + cosh),
donde 0 < 0 < 27. En primer lugar, calculamos

dx=—a[senf (1 + cos @) + sen cos 0] db,
dy=a [cos0 (1 + cos @) — sen® 0] db.

(a) Para calcular la integral de linea del campo escalar dado, evaluamos

224+ 9% —ax = a® (1 4 cos0)* — a% cos O (1 + cosB) = a® (1 + cosh) ,
igualdad que implica
(:U2 +92 — ax)z—a2 (x2 + 9% — 1) = a* (1 + cos 0)*—a? {a? (1+ cos0)* — 1} =a’
Ademsds, tenemos que

ds = \/(dz)* + (dy)* = \/&2 (1 + cos ) 4+ sen2 0 df = av/2 + 2 cos 0 db.

Entonces

2
}1{ |:($2 + 94?2 — aﬂs)z —a? (:n2 + 9% — 1)} ds = a®V/2 + 2cos db.
C

0

Para calcular una primitiva, usamos

0 0 9 i0<0<
1+C089:2COSQ§:> 2+ 2cosf =2 (:os—‘—{QCOS2 si0<f<m,

—QCOS% sim<6<2m.




En consecuencia,

27 T 2
/ a2 + 2 cos 0 df = 2a° (/ cosng—/ cos%d&)
0 T

0
s 27
=243 ( [2 sen q — [2 sen q > = 8a’.
2 0 2 T

La longitud de la cardioide dada es

2m
l(C):f ds = av2+2cosfdf = 8a.
C

0

(b) La integral de linea del campo vectorial dado es
2T
j{ ydr —xdy= / [—aQ sen? 6 (1 + cos 0)? — a® cos® 0 (1 + cos 9)2} do
C 0

2 2
= —a2/ (1+cosf)? do = —a2/ (1+2cosf + cos® ) df
0 0

27 1 9
:—ag/ <1+2C089++%80> df
0

sen 20} I

0

= —3ma’.

30
= —a? [7 + 2sen6 +

El drea de la regién encerrada por la cardioide es

1 3ma?
azifczz:dy—yd:ﬂ: 7r2a




Ejercicio 3. Consideremos el sélido
V:{(x,y,z)ER3:z20, 0<z<uy, x2+y2§4},
y sea S la superficie cerrada que limita a V.
(a) Calcular el drea de la parte cilindrica S; de la superficie S.
(b) Calcular directamente el flujo de salida del campo vectorial
F(z,y,2) = (2,9, 2)
a través de la superficie cerrada S.

(c) Calcular el flujo citado aplicando el teorema de la divergencia.

Solucién: (a) La parte cilindrica de la superficie S se define mediante
51:{(x,y,z) eR3:2>0, 0<z<y, a:2+y2:4}.
Usando coordenadas cilindricas x = rcosf, y =rsenf, z = z, obtenemos
S1(0,2) = (2cos0,2senf,z), 0<6< g, 0<z<2senb.

El producto vectorial fundamental es

i ik
(S1)g x (S1), =| —2senf 2cosf 0 | = (2cosf,2send,0),
0 0 1

y tiene la norma ||(S1), x (S1),|| = V4 = 2. Entonces, el drea

7/2 r2senf w/2 9
a(Sl)—//dS—/ / 2dzd9—/ 4sen9d9:[—4cos6]g/ =4.
0 0 0
S1

(b) Calculamos el flujo de salida del campo a través de las cuatro partes de
S, que son la parte cilindrica S7, la tapa superior Ss, el tridngulo lateral S3,
y la base Sj.

En el punto S1 (0,0) = (2,0,0), el producto (S1), x (S1), (0,0) = (2,0,0),
por lo que tiene la direccién exterior. El flujo de salida a través de Sy es

7/2 r2senf

//F-NdS:/ / (2cosf,2senb,z) - (2cosh,2senb,0) dz do
0 0

S1

7/2 r2senf w/2 9
:/ / 4dzdf = / 8senf df = [—8C089]3/ =38.
0 0 0

5



La tapa superior Sy verifica 22 + 9% < 4, z =y > 0, y z > 0. Una
parametrizacion es Sz (z,y) = (z,y,y) donde (z,y) € D, siendo

D:{(:v,y)ERQ::L‘ZO, y >0, x2+y2§4}.

Calculamos el vector

(52), x (S2), =

O =
= O e

k
0|=(0,-1,1),
1

que tiene la direccién exterior al plano. El flujo de salida a través de Sy es

//F-NdS—//(m,y,y)-(O,—l,l) dxdy = 0.
Sa D

El tridngulo lateral S3 estd contenido en el plano z = 0 y verifica las
desigualdades 0 < y < 2, 0 < z < y. Parametrizamos S5 (y,2) = (0,v, 2),
luego

k
(S3), % (S3), = 0|=(1,0,0),
1

OO -~
O = e

que tiene la direccién interior al plano (cambiamos el signo). Entonces

2 ry

//F-NdS:—/ / (0,9,2)-(1,0,0) dzdy = 0.
o Jo

S3

La base Sy estd contenido en z = 0, verificando z? + y2 <4,y >0,

y « > 0. Una parametrizacién es Sy (z,y) = (z,v,0) donde (z,y) € D. El
producto vectorial fundamental es

(54)37 X (54)y = = (0707 1)7

O
= O e
o o ®

que tiene la direccién interior al plano (cambiamos el signo). Entonces

/q[F.NdS:—/JJ/(x,y,()).(o’o’l) da dy = 0.

En consecuencia, el flujo de salida del campo F' a través de S es

//F‘NdS:&
S



(c) El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida del
campo F' a través de S coincide con la integral triple de la divergencia de F,

es decir
//F-NdS—///didea:dydz.
1%

S

Calculamos div ' = 3, y usando coordenadas cilindricas
V:{(r,9,2)6R3:0§r§2 OSQSg, nggrsenﬁ}.

Como el jacobiano del cambio de variables es r, la integral triple pedida
verifica

w/2 2 prsenf T/2 2
///didea:dydz:3/ / / rdzdrd9:3/ / r? sen 0 dr d6
0 0 0 0 0

v
/2 r37° /2
:3/ sen 0 [—] d@z/ 8sen d db
0 310 0

=[—8cos 9]3/2 =38.



Calculo. Primer curso de Ingenieros de Telecomunicacion.
Curso 2001-2002. Examen de Septiembre. 6 de Septiembre de 2002.

Primera parte

Ejercicio 1.

Un canal abierto cuya seccién es un trapecio isésceles de bases horizontales, tiene sus paredes
laterales formando un angulo agudo dado « con la base menor del fondo. Conociendo el area
A de dicha seccién, hallar la profundidad h del canal para la cual la suma de longitudes de la
base y paredes laterales es minima.

Ejercicio 2.
Se considera la funcién f(z) = log(4 + z?) definida para todo = € R. Obtener la serie de
MacLaurin de f, especificando su dominio de convergencia.

Ejercicio 3.

Tr+ 3
Estudiar la convergencia de la integral fooo T dx segun los valores de a € R.
x

o(1+4 23)
Segunda parte

Ejercicio 4.
Calcular los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = 42% + 9y* — 22y? en el conjunto
A={(z,y) e R?: 22 +y> <4}

Ejercicio 5.

Se considera, el sélido V' limitado por la superficie cilindrica 22 +y? = 2y y los planos z = 0,
y+2z = 2,. Calcular el flujo de salida del campo vectorial F'(z,y, z) = (22 + sin z, zy + cos z, ¥)
a través de la frontera S de V.

Ejercicio 6.
Sea S; la porcién de 22 + y? = 2y comprendida entre y + z = 2 y 2 = 0. Obtener su &rea.



Ejercicio 1.

Un canal abierto cuya seccion es un trapecio isésceles de bases horizontales, tiene sus paredes
laterales formando un angulo agudo dado « con la base menor del fondo. Conociendo el area
A de dicha seccién, hallar la profundidad h del canal para la cual la suma de longitudes de la
base y paredes laterales es minima.

ANV

Llamemos B y b a las bases mayor y menor respectivamente del trapecio seccién y ¢ a la
longitud de su lado inclinado, correspondiente a la pared lateral del canal. La tangente del

Resolucion

angulo « serd tana = W y su seno sena = —. Tendremos que para el area se tendra
20 c
2
B+b
A= ( ;_ )h Entonces tenemos:

2h 2A

B—-b= , B+b=—

tan « h

de donde restando resulta b = — — y, despejando el valor de ¢ en la expresion del sen a,

h tana

se obtiene ¢ = . La funcién a minimizar es, por lo tanto,

sen o«

— 2:—_ e
f(h) =b+2c h tana+sena h+

A h 2h A L 2 —cosu
sen o

en el intervalo [0, H] donde H corresponde a la altura maxima posible (maxima profundidad
posible para el canal) que se obtiene cuando la seccién es triangular y b = 0, es decir, para

H =+ Atana.

El problema se reduce ahora a determinar los puntos criticos de f(h) en el intervalo
(0, Vv Atan a) y analizarlos junto a los extremos de dicho intervalo. Observemos que f es

derivable salvo en 0, por lo que los tinicos puntos criticos interiores al intervalo serén los ceros
de la derivada:

, —A 2 — A
f(h) =0+ + CEA) e = 2T
h? sen o 2 — cos

Asen o

, que es menor que v Atana

El tinico punto critico interior se presenta en hg = Sy p——
— cos

2A
ya que cosa < 1 < 2 —cosa, Va € (0, ). Puesto que f"(h) = 73 > (0 en todo el intervalo

(0, Vv Atan a), se trata de un minimo absoluto en [O, Vv Atan 04] Por tanto la profundidad
pedida es
Asena

hg =4/ ——
0 2 — cos«



Ejercicio 2.
Se considera la funcién f(z) = log(4 + z?) definida para todo = € R. Obtener la serie de
MacLaurin de f, especificando su dominio de convergencia.
Resolucién.
2z x/2

La funcién dada es derivable en todo R y su derivada es f'(z) = 1122 1 + (2)2)°
x x

que, para ’5) < 1 o, lo que es igual, para |z| < 2, es la suma de una serie geométrica de

: . x\? : : L
primer término x/2 y razén — (—) . Puesto que las derivadas sucesivas de la funcién tienen

expresiones cada vez mas complicadas, obtendremos la serie de Maclaurin de f a partir de la
de su derivada, que serd la serie geométrica citada:

f(z) = g _ <g)3 + (g)5 B <%>7+ (%)9 o nz;o(—l)” <g)2n+1

cuyo radio de convergencia es 2, puesto que converge para |z| < 2, como hemos dicho.
Integrando la serie anterior término a termino y determinando en la forma acostumbrada el
valor de la constante de integracién, se obtiene, para |z| < 2,

11.2 11’4 11.6 2n+2
S T e o
f(@) 33 234+256 +Z 22n+12n+2
2n+2

= JO+ ; 22n+1 2(n +1)

e l.2n+2
= log(4) + Z 1) 22n+2
n=0
El radio de convergencia es 2, el mismo de la serie de la que procede. Estudiaremos el
comportamiento en los extremos. Observemos que para x = —2 y para x = 2 la serie toma el

mismo valor por aparecer solo potencias pares de x. Por ejemplo para x = 2 resulta la serie

log(4) + ) (-~

que es obviamente convergente por el criterio de Leibnitz para series alternadas. Por tanto el
dominio de convergencia de esta serie es el intervalo cerrado [-2,2].




Ejercicio 3.
T+ 3

(1 + 23)
Resolucién.
La integral presenta problemas en 0 e infinito puesto que el punto —1, que es el otro punto
problematico del integrando, queda fuera del intervalo de integracién. Asi pues, para estudiar
la convergencia, descomponemos la integral dada en dos, por ejemplo

®  Tr4+3 Vo7r 43 < Tr4+3
/0 w1+ /oxa<1+x3> “/1 (i) TR

Estudiar la convergencia de la integral fooo dx segun los valores de a € R.

Para la primera de ambas integrales, [;, observamos que, para valores de x proximos a 0,

el integrando se comporta como —. Utilizaremos el criterio de comparacién por paso al limite

x
dx ) .
—, cuyo comportamiento conocemos. Calculamos el limite

=
( T+ 3 )
: v*(1+23%)) . Tor+3
Jim, (1) =t s =370

con la integral fol

xa

para concluir que ambas integrales tienen el mismo caracter. Deducimos que nuestra integral
I; converge si, y solo si, es o < 1.

Para la segunda de las integrales, I3, observamos que, para valores muy grandes y positivos

. Tz T 7 )
de z, el integrando se comporta como = = . De forma analoga a la anterior,
l’a(ZL‘3) xro+3 xro+2

: : : : ) 0 dr
deducimos que nuestra integral tiene el mismo caracter que fl —5 Ya que
I(I
( Tr+3 )
: (1 + a3) . 2*(Tz +3)
1 == 1 _— =
™71 . ST
rat2

por lo que Iy converge si, y solo si, a + 2 > 1, es decir, a > —1.
Finalmente La integral dada converge cuando lo hagan simultaneamente [ e I5, o sea, para
—-1l<a<l



Ejercicio 4.
Calcular los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = 42% + 9y* — 2%y? en el conjunto
A={(z,y) e R?: 2?2 +9y> <4}

Resolucidn.
Analizaremos en primer lugar el interior del conjunto A, determinando los puntos criticos
de la funcién existentes en él. La funcién dada es diferenciable en todo el plano y se tiene

fo = 8 —219y°=22(4—19*)=0<=ax=00y =242
fy = By—-22%y=2y(9-12°)=0<=y=00z =43

luego los puntos criticos de la funcién son (0,0), (3,2), (3,-2), (-3,2), (-3,-2), de los cuales
Unicamente el origen queda dentro de nuestro conjunto. Solamente nos interesan los extremos
absolutos, por tanto guardaremos por ahora el punto P; = (0,0) junto con el valor de la funcién
f(0,0) = 0 y pasaremos a analizar la frontera de A utilizando multiplicadores de Lagrange par
obtener los posibles puntos donde se alcanzan extremos de la funcién f con la restriccion
g(z,y) = 22 + y?> — 4 = 0. Debemos resolver

fe—Age = 204—9*) 202 =220(4—1* —N)=0<=2=004—A=19°
fu—=Agy = 2y9—2H)—-22y=2y9—2* -\ =0<=y=009—-\=2"
g = 24+ —-4=0

Las soluciones de este sistema son P, = (0,2), P3 = (0,—2), (ambas correspondientes a
A=09), P, =(2,0), P, = (—2,0), (ambas correspondientes a A = 4), ya que para 9 — A =
22,4 — X\ = 9%, 2% + y*> = 4 no hay solucién real.

Puesto que en P, y P; la funcién toma el mismo valor f(0,+2) = 36 y andlogamente ocurre
en P,y Ps, donde f(£2,0) = 16, concluimos que el minimo absoluto se alcanza en el origen,
punto del interior del conjunto, y el méaximo absoluto se alcanza en los dos puntos P, y Ps.



Ejercicio 5.

Se considera el sélido V' limitado por la superficie cilindrica 22 +y? = 2y y los planos z = 0,
y+2z = 2,. Calcular el flujo de salida del campo vectorial F'(z,y, z) = (22 + sin z, zy + cos z, ¥)
a través de la frontera S de V.

Resolucién.

Puesto que la superficie frontera del sélido tiene tres partes, el cdlculo del flujo de salida
requiere tres integrales de superficie. Ademas, el campo dado tiene una expresion complicada,
mientras que su divergencia resulta muy simple:

div(F)=F,+ F,+F,=2cx+2+0=3x

Por todo ello se hace especialmente aconsejable utilizar el teorema de Gauss

é / F-ndS = /V/ / div(F) dadydz

Necesitamos describir el sé6lido para tener los extremos de las integrales reiteradas mediante las
cuales calcularemos esa integral triple. Completando el cuadrado, la ecuacion de la superficie
cilindrica dada puede escribirse como x2 + (y — 1)? = 1. La proyeccién del sélido sobre el plano
OXY es la circunferencia de centro (0,1) y radio 1 y z se mueve entre los dos planos dados,
luego una posible descripcion es

Entonces

2 pa/2y—y? 2—y
/// div(F) dedydz = / / / 3rdzdrdy =
1% 0 J—+/2y—y2JO
[
= 2—y)3xdrdy =
0 J—/2y—y?
2

S Y | i P

r=—1/2y—y?



Ejercicio 6.
Sea S; la porcién de 22 + y? = 2y comprendida entre y + z = 2 y 2 = 0. Obtener su 4rea.

Resolucién.
El area de la superficie viene dada por

//dS: // 7w X 70| dudv
S1 D

donde r = r(u,v) representa el vector posicién de un punto de la superficie en funcién de dos
parametros adecuadamente elegidos y D es el recinto donde esos parametros se han de mover.

Comenzaremos parametrizando la superficie z2+y? = 2y, o, equivalentemente, 22+ (y—1)% =
1. Puesto que se trata de un cilindro vertical, un parametro basta para describir la ecuacion

(que tambien es la de la curva proyeccién) y el otro se deberd usar para describir la z. Una de
las posibles parametrizaciones es

x = cos(u)

. o _ 0<u<2r
Sy = y—lztssn(u) (U’U)ED:{0§v§2—(1+sen(u))
Resulta
—sen(u) 0 cos(u)
Ty X1y = | cos(u) x| 0| =|sen(u) |, |rexmr|=1
0 1 0

Por lo que el area pedida vale

2w pl—sen(u) 2
// dudv:/ / dvdu:/ (1 —sen(u)) du = 2.
o Jo 0
D



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen, 7 de Septiembre de 200/
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Calcular las coordenadas de los puntos P y @ de la pardbola
y =1 — 22, tales que el triangulo formado por el eje = y las rectas tangentes
a la pardbola en Py @) sea equildtero.

Solucién. La pendiente de la recta tangente a la pardbola y = 1 — 22 en el
punto (z,y) es y' = —2z, por lo que la ecuacién de dicha recta tangente es
Y —y = —22(X — x). El punto interseccién de esta recta con el eje y tiene
las siguientes coordenadas

X=0, Y=y+22=1-224+222=1+2>%
Las coordenadas del punto interseccién de la recta tangente con el eje x son

202 +1—2% 1422
y 227+ x—+x,x7é0.

P=0 d=atg = 2 T2
Observemos que en el caso x = 0, la recta tangente es Y = 1, que no forma
tridngulo. Dado que los tres dngulos de un tridngulo equildtero son iguales a
/3, tenemos que

1 2
tanz:+—x2:2m siz>0<=3=2z s x>0,
3 14z
2z
1 2
tanz:+—aj2:—2x si x<0<:>\/§:—23: si x <O.
3 14+
2z

Entonces las abcisas de los puntos P y () son -3 /2y V3 /2. El valor de la
ordenada es )
+v/3 3 1
y = 1 — —_— = 1 —_—— = -,
2 4 4
2,

Las coordenadas de los puntos son P = (—v/3/2,1/4) y Q = (—V/3/2,1/4) .



Ejercicio 2. Calcular el valor de la integral impropia

1
I, :/ (Inz)" dx,
0

donde n es un entero positivo.

Solucién. Usaremos la férmula de integracién por partes con v = (Inz)" y
dv = dz, obteniendo du = n (Inz)" 'z~ ' dz y v = x. Entonces

1 1
I, :/ (Inz)" dz=1lim [ (Inz)" dz
0

a—0 f,
1
= lir% [z (Inz)"]} —n liII[l) (Inz)" ! dx

=— lin% [a(Ina)"] —nly—1.

Calculamos el limite usando la regla de L’Hopital,

) n o (ma)” n(na)” tat . n(na)" !
apletnai=p === 1 =M~ 1
a a? a
_y n(n—1)(Ina)" et
7a—>0 2 1
(=1)"—
1 n—2
(=120 (n— 1) lim 1Y
a—0 1
a
Reiterando la aplicacién de esta regla,
1
. (Ina)" n— . Ina — .4
Jy = = (D"t T = ()" iy
a a a?
=(—1)"nllima=0
En consecuencia
In=-nlh_1=(-1)*n(n—1)I_g=--=(=1)""nll.

Finalmente, usando de nuevo integracién por partes con v =Inz y dv = dz,

a—0

1 1
11:/ Inzdz = lim [xlnx]}l—/ de = —1,
0 0

lo que implica que I,, = (—1)" n! para cualquier entero positivo n.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen, 7 de Septiembre de 200/
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Hallar el maximo y el minimo absolutos de la funcién

2
dt
14477

f(wvy)zln(1+w2+y2)—/o$

en el conjunto D = {(x,y) eERZ: 2?2 +9% < 4} .

Solucién. En primer lugar, obtenemos los puntos criticos del interior de D,
resolviendo el sistema

£ (2,1) 2x 2x 225 — 223 — 2a7? 0

€T = —_ = =

OYETER T T4l 1Pt b oty
2y

La segunda ecuacién implica y = 0, luego la primera implica 2® — 23 =0y
obtenemos
x3(x2—1) =0= 2 =0 o bien z = =+1.

Entonces, los puntos interiores de D candidatos a extremos son
P, =(0,0), P,=(1,0), P3=(-1,0).

La frontera de D se define con g (z,y) = 2% +3? —4 = 0. Aplicando el criterio
de los multiplicadores de Lagrange, calculamos los puntos solucién del sistema
Vf(x,y) = AVg(z,y), resolviendo

2 2z
— =2\
1+22+92 1+ v
2y
=2\
1+ 22 + 92 Y
22 +yt=4

Si z = 0, la tercera ecuacién implica que y?> = 4, por lo que P = (0,2) y
Ps = (0, —2) son dos puntos de la frontera de D candidatos a extremos. En
el caso x # 0, hay dos posibilidades. La primera es que y = 0, luego 2% = 4,
obteniendo Ps = (2,0) y P; = (—2,0). La segunda es que y # 0, por lo que

1 R S

L+a24+y2 1424 77
1 j—
T+a22+9y2

3



Ambas ecuaciones implican — ] = 0, que es una contradiccién, luego no

+ 74
existen soluciones con ambas coordenadas no nulas.

Los valores de la funcién en los puntos obtenidos son

f(Pl):ln(l) :07

1 2t 2 1 e
f(P)=In(2) - /0 g dt =1n (2) — [arctant’]; = In (2) — 7~ —0-09225,
19t 0 2
f(Pg)—ln(2)—/0 1+t4dt—ln(2)+/_11+t4dt

1
f(Py)=f(P5) =In(5) = 1.6094,
f(Ps)=f(Pr) =In(5) — arctan4 = 0.28362.

—1In(2) + [arctan 2]’ = 1n(2) — Z — —0.09225,

Entonces, el minimo absoluto se alcanza en P, y Ps3, y el méximo absoluto en
P4 y P5.



Ejercicio 4. Sea V el sélido definido por
V:{(x,y,z)eRgzxzo, y>0, 2>0, y+2 <4, x§6},

y sea S la superficie cerrada que limita a V. Calcular, directamente y mediante
el teorema de Gauss, el flujo de salida a través de S del campo vectorial

F(x,y,z) = (ve?,ye*, e*).

Solucién. Calculamos el flujo de salida del campo a través de las cinco partes
de S, que son los tridngulos S7 (contenido en el plano x = 0) y Sz (contenido
en el plano z = 6), los rectdngulos S3 (contenido en el plano y = 0) y Sy
(contenido en el plano z = 0), y la tapa superior S5 (contenida en el plano
y+z=4).

Parametrizamos S; mediante S (y,z) = (0,y,2), donde y > 0, z > 0,
y + z < 4. La normal exterior es (—1,0,0) y el flujo de salida a través de Sy

es
4 prd—y
//F‘NdS—/ / (0,ye*,€e*) - (—1,0,0) dzdy = 0.
0o Jo
S1

Una parametrizacién del tridngulo Sz es S2 (y, z) = (6, vy, z) donde y > 0,
z >0, y+ z < 4. El flujo de salida a través de S5 es

4 prd—y
//F-NdS—/ / (6€*,ye*,e*) - (1,0,0) dz dy
s oJo
4—y
/ / 6e” dzdy—6/ (64*?/—1) dy

—yly=6(—1—4+¢*) =6e* - 30.

El rectangulo Ss se parametriza con S3 (z, z) = (x,0, z), donde 0 < z < 6,
0 < z <4y la normal exterior es (0,—1,0). El flujo de salida a través de S3

es
6 4
//F-NdS:/ / (ze®,0,€%) - (0,—1,0) dzdx = 0.
0o Jo
S3

El rectdangulo Sy se parametriza con Sy (z,y) = (x,y,0), donde 0 < z < 6,
0 <y <4y la normal exterior es (0,0, —1). El flujo de salida a través de Sy

//F NdS = // z,y,1)-(0,0,-1) dydx = — //dyd:n—

La tapa superior Ss estd contenida en el plano y + z = 4, siendo y > 0,
z2>0,0<x<6.Portantoy =4 — 2z > 0 lo que implica 0 < z < 4. Una



parametrizacién de S5 es S5 (z,2) = (z,4 — 2,2) ,donde 0 < 2 <6,0< 2 <4
y el producto vectorial fundamental es

j k
0 0

(55)95 X (85)z =1 = (07 -1, _1)7
0

-1 1

que tiene la direccién interior al sélido (cambiamos el signo). Entonces

6 4
//F~NdS:/ / (xze®, (4 —z)e*,e*) - (0,1,1) dxdz
g 0o Jo
6 4
:/ / (5—2)e*dxdz
0o Jo
6

= [ (51 - el + (1)

6
:/ (2¢* — 6) dz = 12¢* — 36,
0

usando la férmula de integracién por partes.
En consecuencia, el flujo de salida del campo F' a través de S es

/ F-NdS=6e*—30—24+12¢*— 36
S

=18¢* — 90 =18 (¢* — 5).

El teorema de Gauss afirma que el flujo de salida del campo F a través de
S coincide con la integral triple de la divergencia de F', es decir

//F~NdS:///didefcdydz.
S \4

Calculamos div F' = 3e?, y el valor de la integral triple es

6 4 pd—y
///didexdydz:3/ / / e*dzdydx
o Jo Jo

v
6 4
:3/ / (64_y—1) dy dx
o Jo
6, .
:3/0 [—e y—y]od:n



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen Final. 5 de Julio de 2005
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Encontrar el drea minima de la regién del primer cuadrante del
plano cuyas fronteras estédn contenidas en la recta que pasa por el punto (3, 5)
y las rectas z = 0, y = 0.

Solucién. La ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,5) es y — 5 =
m (z — 3). Si la pendiente m < 0, entonces esta recta y los ejes z =0, y = 0
determinan un tridngulo situado en el primer cuadrante del plano. En el caso
m > 0, las regiones que determinan las tres rectas no pertenecen al primer
cuadrante o degeneran en un punto. Los casos especiales dados por las rectas
x = 3, y = b, son regiones con drea infinita. En consecuencia, la pendiente
satisface la condicién m < 0.

Para calcular el drea del tridngulo es suficiente obtener las coordenadas
de los puntos interseccién de la recta que pasa por el punto (3,5) y las rectas
x = 0, y = 0. Para obtener la coordenada y del primer punto, resolvemos
y — 5 = —3m, obteniendo y = 5 — 3m. La coordenada = del segundo punto
viene dada por

5 3m-—5

)
—5=mz—-3)=2r—-3=——=>20=3—-—=
m m m

Entonces, el drea del tridngulo es

Amn:%@—&m(%l5>:—1§—ilﬂ m < 0.

2 m
A continuacion, calculamos los puntos criticos mediante

m

1[2(5—3m)(=3)m— (5—3m)?
! _
A (m) = 2 [ m?2
1 [(5—=3m)(5+3m) _0
) m? -
Las soluciones de esta ecuacién son m; = 5/3 > 0y me = —5/3 < 0, siendo
my la tnica solucién que pertenece al dominio de definicién del drea A (m).
Para probar que A (m) alcanza su valor minimo en mg = —5/3, usaremos

el criterio de la primera derivada. Si m < —5/3 entonces 5+ 3m < 0y
5 —3m > 0 porque m < 0. Por tanto A’ (m) < 0 y el drea es decreciente a la
izquierda de —5/3. Si m > —5/3 entonces 5+ 3m > 0y 5 — 3m > 0 porque
m < 0. Por tanto A’ (m) > 0 y el drea es creciente a la derecha de —5/3. Asi
concluimos que el drea mimima es

5\  156+5)?%
A(=5) -2



Ejercicio 2.

(a) Aproximar el valor de la integral f12 —i——dz, mediante la regla de

Simpson dividiendo el intervalo en cuatro partes iguales.

(b) Estudiar la convergencia de la integral impropia fooo % dx, segin
los valores de a € R.

Solucién. (a) Si dividimos el intervalo [1,2] en n = 4 subintervalos con
la misma longitud h = 0.25, los puntos terminales de los subintervalos son
rg =1, x3 =125, x90 =15, x3 =175, x4 = 2. Entonces, la regla de
Simpson es

2
[ @) o SR+ 47 (125) 427 (15) + 47 (175) + £ (2)].

En consecuencia, la aproximacién del valor de la integral es

2 T
/ —— dzr ~ 3.321702011.
1 T —senx
(b) En primer lugar, analizamos la convergencia de la integral impropia
1 a
I = / S —
0 T—Senc

Para ello, usamos el criterio de comparacién por paso al limite, calculando

X
a+p a-+p
. sen . x . T
lim £2—=20L _ Jjy = — Jim — =0,
x—0 1 z—0r —senx z—0
zP 3!

sia+p=3<p=3—a Dado que la integral fol wip dx converge si y sélo si
p < 1, tenemos que la integral I es convergente siy sélosi3—a <1 < a > 2.

El criterio de comparacién también nos servird para estudiar la conver-
gencia de la integral impropia

o0 (0%
x
I, = —dx.
1 T —senx

Calculamos
:L.Oé
a+
. T —Ssenzc . TP
lim = lim — =1,
T—00 1 T—00 I — SENT
xP

sia+p=1<«p=1—a. Dado que la integral floo 1—1,, dx converge si y sélo si
p > 1, tenemos que la integral I5 es convergente siy sélosil—a > 1< a < 0.
Como los intervalos de convergencia para las integrales I; y I no tienen
puntos comunes, concluimos que no existen valores de « tales que la integral
sea convergente.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen Final. 5 de Julio de 2005
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Obtener los extremos absolutos de la funcién
fla,y) =y +a?y + 20 + 2 — 4y - 8,
en el conjunto M = {(z,y) e R? : 22 4+ ¢y* < 1}.

Solucién. En primer lugar, obtenemos los puntos del interior de M, tales
que Vf (x,y) = (0,0), resolviendo el sistema

2z (y+2) =0,

2 2 _ —
(22y + 4z, 3y” + 2° + 4y — 4) (O>O)‘:’{3y2+x2+4y—4:0.

La primera ecuacién implica £ = 0 o bien y = —2. Si y = —2, la segunda
ecuacién implica que x = 0, pero el punto (0, —2) no pertenece al interior de
M. Si z = 0, la segunda ecuacién es 3y? + 4y — 4 = 0. Las soluciones de esta
ecuacién son

y_—4i\/16+48_—4i\/ﬂ_—4i8_{2/3,
B 6 6 6 -2

Las coordenadas del punto P; = (0,2/3) verifican 4/9 < 1, por lo que
pertenece al interior de M. La frontera de M es la circunferencia 2% + 4% = 1.
Usando la ecuacién de los multiplicadores de Lagrange Vf = AVg, con la
restriccién g (z,y) = 22 + y? — 1 = 0, obtenemos

2z (y +2) = A2z,
3y2 + 22 + 4y — 4 = A2y,
2 +y? =1

Si z #£ 0, entonces y + 2 = A, lo que implica que
3P+l +dy —4=2y(y+2) =27 +4y <= > +2° =4,

que contradice la ecuacién x? 4 32 = 1. Entonces z = 0, luego 3% = 1, lo
que implica que y = +1. Por tanto, los puntos P» = (0,1) y P3 = (0,—1)
satisfacen las ecuaciones primera y tercera. Para comprobar que también se
cumple la segunda ecuacién, sustituimos (z,y) = (0,1) y (z,y) = (0,—1)
obteniendo A = 3/2 y A\ = 5/2, respectivamente.

Los valores de la funcién en los tres puntos obtenidos son

8 8 8 256
F(P)=1((0,2/3) = =+ 5 — 5 — 8= -~ —9.48148,

f(P)=f(0,1)=1+2—-4—8=—9,
f(P)=f(0,-1)=—-1+2+4—-8=-3.
En consecuencia, el maximo absoluto se alcanza en P3, mientras que el
minimo absoluto se alcanza en P;.



Ejercicio 4. Calcular directamente y usando el teorema de Stokes la integral
de linea

7{ rdr +yz> dy + zz dz,
C
donde C' es la curva dada por la interseccién de las superficies

2+ +22=1, 2>0,
x2+y2:y.

Solucién. Para calcular directamente la integral de linea, parametrizamos
la curva C usando coordenadas cilindricas © = rcosf, y = rsenf, z = z.
Entonces, las ecuaciones de las superficies que definen la curva C son

{z:m,

r =send,

donde 0 < 0 <, y la ecuacién de la curva es

C ()= (sen@cos@,sen29, V1 — sen? 9) , 0<60<m,

siendo su orientacién anti-horaria. Calculamos la integral de linea

I:j{ wdr +y2? dy + zzdz
c

Tr

1
5 sen 26 cos 260 + sen? § (1 — sen? 9) 2sen 0 cos 0 — sen? 0 cos? 9} do

1 3 5 sen 20 2
Zsen40+28en 0 cosf — 2sen® 6 cos O — 5 do

I
S~ S S

Tl 1/1— 40
ZSGH49+2S€HSQCOSH—2S€I15(9COSG—Z <%>} db

16 2 5 8T 32

_00849 N sen @ B sen®d 6 sen4€]7r

1

0
™

3

El teorema de Stokes asegura que

]{F-dr—//rotF-ndS,
C
S

donde S es la porcién de la superficie de la semiesfera cuya frontera es la
curva C. Una parametrizacién de S viene dada por

S(r,0) = (rcos&,rsen&, V1 —7“2>, 0<r<senf, 0<6<m.



Para aplicarlo, calculamos el rotacional del campo vectorial
i j k
rot F =V xF=|D, Dy D, |=(-2yz —z,0),
T Yz’ xz

por lo querot F' (S (r,0)) = (—27“ sen0v1 — 12, —/1 — r2, O) . A continuacion,
calculamos el producto vectorial fundamental

: J k 2 2
- r“cosf r“senf
S, xSp=1| cosf senfl ———| = 7 ),
' V1-r? (\/1—7’2 V1—r2 )

—rsenfrcosf 0

por lo que la orientacién de la superficie S es compatible con la orientacién
de su frontera C. Obtenemos el producto escalar

rot F (S (r,0)) - (S, x Sp) = —2r3sen § cos§ — r* sen 6,

para calcular la integral de superficie

T sen 0

//rotF-ndS:/ / (—2r35en00059—r2sen9) dr df
0o Jo

S

T 7‘4 7’3 sen 0
——/ [—senﬂcos@—i——sen@] df
0o L2 3 0

:—/ <lsen590050+lsen49> do
o \2 3

A O a0 T
—_ |t 0 —1/ sen* 0 do

12 15 3o

1 iy
= —5/0 sen* 0 df.

Dado que
1—cos20\? 1
sen? = (sen2 0)2 = <%) =1 (1 — 208 20 + cos? 20)
1 1 5460 1/3 540
=Z<1—2C0829++C%>:Z<§—QCOS29+C0; >,

podemos calcular

1 [M1/3 cos 460
//rotF-ndS——g/o Z<§—2C0529+ > >dc9
S

sendf]™
8

=— [ﬁ — sen 260 +
8 0

1
3
T
<



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon
Primer Examen Parcial. 27 de Enero de 2004

Ejercicio 1. Se desea fotografiar un cuadro de 4 m. de altura colgado
en una pared de una galerfa de arte. La lente de la cdmara estd situada
1 m. por debajo del extremo inferior del cuadro. ;A qué distancia de
la pared ha de colocarse la camara para que el dngulo que subtiende (o
abarca) el cuadro sea méximo?

Solucién: Sea x la distancia entre la pared y la lente de la cdmara.
Consideramos el dngulo o que subtiende el cuadro, y el dngulo 5 que
subtiende el metro de pared situada por debajo del extremo inferior del
cuadro. Entonces,

5 1
tan(a—l—ﬁ)z;, tan(ﬁ)z;, z € (0,00).
Aplicando la funcién inversa obtenemos la funcién objetivo

5 1
a (z) = arctan — — arctan —, 1z € (0,00).
T T

Para obtener los puntos criticos, resolvemos la ecuacién

/()_;__5_;__1_ =5 + 1
ax_1+(§)2 x? 1_|_(l)2 2 ) 22425 1241

b5’ =542 +25 20 — 4z 0
(22 4+25) (22 +1) (@2 +25) (a2 +1)

1



Dado que z € (0,00), la tnica solucién de esta ecuacién es el punto
critico
47? = 20 <= 2z = /5.
Observemos que si z € (0,1/5) entonces 20 — 4z* > 0y o/ (z) > 0.
Ademds, si = € (v/5,00) entonces 20 — 422 < 0 y o (z) < 0. En conse-

cuencia, el dngulo maximo que subtiende el cuadro se obtiene colocando
la cémara a una distancia de /5 metros.



Ejercicio 2. Calcular los voliimenes de los sélidos que se obtienen al
hacer girar la regién limitada por las curvas y = x y y = 22, en torno al
eje x, al eje y, y a la recta y = 2.

Solucién: Las curvas se cortan en los puntos (0,0) y (1,1), por lo que
la regién limitada por dichas curvas es

R:{(x,y):Ongl, x2§y§x}.

El volumen del sélido generado al girar R alrededor del eje x, usando
el método de las arandelas, es

1 3 571
— SRR Nl Ry s
Vl(R)—W/O (z m)dm—ﬂ{S 510—7r(3 5>—15.

El volumen del sélido generado al girar R alrededor del eje y, usando
el método de las capas, es

%(R):%/le(x_ﬁ) dm:27r/01 («? — %) du

2 24! 1 1 2t 0w
— 2 - — — == 2 _ — = = —_— = —,
" { 3 4 L " (3 4) 126
El volumen del sélido generado al girar R alrededor de la recta y = 2,
usando el método de las arandelas, es

Va®)=r [ 2= - 2= o)] da

1
:7r/ [(4+2"—42”) — (4 +2° — 42)] da

0

1 5 1
:7r/ x—5x + 4z du :le——5i+2x}

0 5 3 .

1 5 3—25+30 87
— _— = =TT JE = —.
5787 15 15



Ejercicio 3. Definir el polinomio de Taylor y el resto de Lagrange de

grado n de una funcién f en un punto a. Sea f : R — R la funcién
continua definida por

(a) Calcular f(0).
(b) Obtener el polinomio de Maclaurin de f de grado 4.

(c) Aproximar f (1) utilizando el polinomio obtenido en el apartado
anterior y estimar el error cometido.

Solucién: (a) Usando el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién

iL‘3 ZL’5 1’7 e " x2n+1
deducimos que
. T —senx
lim 3 = 1.
x—0 x
3!
La funcién f es continua en x = 0, por lo que
23
e .. xT—senx . E_l
fO) =l f @) =l —5— =75 =5
(b) El polinomio de Maclaurin de la funcién f de grado 4 es
A R
P (“ﬁ*ﬁ‘ﬁ) 12
(o) = = B

(¢) La aproximacién pedida es

1 1 1
HW~PFP(l)=——=+—=—=0.1 175.
f () 1 (1) 5 5!4—7! 0.15853175

Para estimar el error cometido, observamos que
3 N 2’ L Senz g
r—|lz——=+—=—= x
f (@) T —senx 357! 8!
€T = =

3
senz g

=P, (z) — 3 x> =Py (z)+ Ry (x),

4



donde z estd comprendido entre 0 y x. Para el valor x = 1, obtenemos
la estimacién del error

1
_ Jsenz| 1 92.480 x 107°.

La evaluacién numérica de la funcién en z = 1 es

f(1)=1—sin1 = 0.15852902.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 13 de Junio de 2005

Ejercicio 1. Demostrar que la curvatura K de la curva dada en coordenadas
polares por r = r (6) es

‘2(7“’)2 —rr’ +7’2’
- }3/2

[(r’)2 + 72

Calcular la curvatura de la curva r = asen@.

Solucién: Las ecuaciones paramétricas de la curva en R? son
R(0) = (z(0),y(0),0) = (r(0)cosb,r (0)senh,0).
La curvatura de R () es
|7 @ <R o)
IR (0)|°

Dado que el producto vectorial
i j k
R'(6) x R (0)=| 2’ (6) o (8) 0|=(0,0,2'(6) y" (6) —=" (8) ' (6)).
a"(6) y"(0) 0

obtenemos la siguiente férmula para calcular la curvatura
o 120) y"(0) — 2" (9) y' (9)|
- 3/2 ¢
@ 0+ (v (9))°]

A continuacién, calculamos

2’ (0) =r"cosf — rsenb, y' (0) =1"senf + rcos 0,
2" (0) =r"cos — 2r'sen® — rcosf, 3" (0) =r"sen® + 2r' cos® — rsen .
Entonces, las igualdades
[/ (6) " (6) = & (0) o/ (0)] = [2.(+")" = v +42],
(@ (9)* + (v (0) = (") + 2,

implican la férmula pedida. Para calcular la curvatura de la curva r = asen 6,
observemos que ' = acosf y " = —asen 6. Entonces,

’2 (7"’)2 — " 42

= ‘2a2 cos? 0 4 2a? sen? 9’ = 242,

(042" =) = o,
202 2
K="7=3



Ejercicio 2. Hallar los puntos de la elipse

202 + 92 —4=0,
r+y+2=0,

mads cercanos y mds lejanos al eje OY.

Solucién: La distancia de un punto cualquiera (z,y,z) € R? al eje OY es
Vv x2 + 22. Entonces, para encontrar los puntos de la elipse més cercanos y mds
lejanos al eje OY, usamos la funcién objetivo f (z,y,2) = 22 + 22. Aplicando
el teorema de los multiplicadores de Lagrange, con las dos restricciones que
definen la elipse, obtenemos

2 =4\x + u,
0=2\y + p,
2z=p,
222 + % =4,
z+y+2z=0.

Sustituyendo la tercera ecuacién en la primera y segunda, y simplificando,
el sistema es

T=2)\r + z,

0=y + z,
222 4+ 2 =4,
z+y+z2=0.

Si y = 0, la segunda ecuacién implica que z = 0, y usando la cuarta
concluimos que z = 0, lo que contradice la tercera ecuacién. Entonces y # 0,
por lo que A = —z/y, siendo = —2zz/y + z, lo que implica xy = —2zz + yz.
Dado que z = —z — y, obtenemos

zy =2z (z+y) —y(+y) =22 + 2y —y* <= 22" —y* = 0.

Las ecuaciones 222 +y? = 4, 222 —y? = 0, implican que 22 =1, y? = 2.
Teniendo en cuenta que z = —x — y, los cuatro puntos solucién del sistema
son

P1=(1,\/§,—1—¢§), Py = (1,—\/5,—1+x/§),
Py=(-1,v2,1-V3), Pyi=(-1,-v2,1+2).
Los valores de la funcién objetivo f (z,y, z) = 2% + 22 en dichos puntos son
F(P)=f(P)=4+2V2, [(P)=f(P)=4-2V2

Entonces, los puntos més cercanos son P, y P3, mientras que los mas lejanos
son P y Py.



Ejercicio 3. Consideremos la superficie S definida por
4?22 =4, 2>0,
orientada segin la normal exterior a la esfera y el campo vectorial
F(z,y,z)= (—y,yzQ,uv2 )

Calcular la integral de superficie

//rotF-NdS,
S

directamente, aplicando el teorema de Stokes y usando el teorema de Gauss.

Solucién: En primer lugar, calculamos el rotacional del campo vectorial

i j k
rot ' =| D, D, D, |=(-2yz —2zxz1).

—y yz2? 2%z

Dado que z = /4 — 22 — 32, parametrizamos la superficie S mediante
S(:I:?y) = <£L',y, V 4—1!2 _y2> ) (x,y) € D7

donde D = {(w, y) €ER? 122 4942 < 4} . El producto vectorial fundamental es
i ] k
—x
1 0 —/—m x Y
SmXSy: \/4—x2—y2 = ) 71 )
0 1 —y \/4—1}2—@/2 \/4—x2—y2

[ — 22 — 2

y tiene la orientacién exterior a la esfera porque S, x S, (0,0) = (0,0,1).
Calculamos directamente

//rotF-NdS://rotF(S(:n,y))-SzxSyd:z:dy://(l—4:ny) d dy
S D D

27 2
:/ / (1 — 472 sen@cos@) rdrdf
0 0

2m ,,,2 2
= / {— — r*sen cos 9} do
0 2 0

2T
—/ (2 — 8sen 26) df = [20 + 4 cos 20]2" = 4,
0

usando el cambio de variables a coordenadas polares.



El teorema de Stokes asegura que

//rotF-NdS:jéF-dr,
S C

donde la curva C, que es la frontera de S, viene dada por 22 +y? =4, 2z =0.
Una parametrizacion de la curva con orientacién inducida por la superficie
orientada por la normal exterior a la esfera es

r(t) = (2cost,2sent,0), 0<6<27.

Calculamos

2m 2w
7{}7 dr = F(r(t) -r'(t) dt = / (—2sent,0,0) - (—2sent,2cost,0) dt
0 0

27 27 21
1-— 2t 2t
:4/ sen2tdt:4/ L N = 4.
0 0 2 2 0

Para usar el teorema de Gauss, consideramos la superficie S* definida
por 2 + 9% < 4, z = 0. Entonces, la superficie S U S* es la frontera de la
semiesfera V, donde la orientacién de S* viene dada por la normal exterior a
la semiesfera. El teorema de la divergencia de Gauss implica que

//rotF NdS = ///dlv (rot F) dxdydz = 0,

SuUS*

porque div (rot F') (z,y, z) = 0. En consecuencia,

//rotF NdS = — //rotF N dS.

Parametrizamos la superficie S* mediante
S*(r,0) = (rcosf,rsenf,0), 0<r<2 0<6<2r.
El producto vectorial fundamental
i j k
Sy xSy=| cosf senf O
—rsenf rcosf 0

= (07 07 /r.) Y

estd orientado hacia el interior de V', por lo que debemos integrar
—rot F' (8™ (r,0))- Sy x Sy =—(0,0,1)-(0,0,7) = —

El flujo exterior, a través de S*, del rotacional del campo F' es

2r 2 ?”2 2
//rotF~NdS:/ / —rdrd&z—%r[—} = —4r,
x o Jo 2,

lo que implica el resultado pedido.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezamen, 7 de Septiembre de 2005
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Un espejo plano de dimensiones 80 cm y 90 cm, se rompe por
una esquina seguin una recta. De los dos trozos que quedan, el menor es
un tridngulo de catetos 10 cm y 12 cm, correspondientes a las dimensiones
menor y mayor del espejo respectivamente. Hallar el drea mdxima del espejo
rectangular que se puede obtener con el trozo mayor.

Solucién.

10

0,0

Situando el origen de las coordenadas en el vértice del rectdngulo que
muestra la figura, la recta de rotura pasa por los puntos (0,78) y (10,90).
Entonces, la ecuacién de dicha recta es
12
El drea del espejo rectangular que se puede obtener con el trozo mayor en un
punto (z,y) de la recta es

y— 78

6
A(z)=(80—z)y = (80 —x) <5x+78>
6 o 6 5
=96z 4 6240 — 3:18 — 78z = —gx + 18z + 6240,

donde z € [0,10]. El dnico punto critico es la solucién de la ecuacién

18x5 15

12
A@)=—Z2+18=0=—1= = - €[0,10].

5 12

Como A” () = —12/5 < 0 y la funcién A es un polinomio de segundo grado,
el maximo absoluto se alcanza en x = 15/2 y su valor es A (15/2) = 6307.5




Ejercicio 2. Sea f:[0,00) — R definida por f (z) = e *senx.

(a) Dibujar un esquema de la grafica de f y obtener la sucesién (zy);q de
ceros de f en [0,00).

(b) Calcular el area Ay de la regién comprendida entre la grafica de f en el
intervalo [k, zx+1] vy €l eje .

(c) Probar que la sucesién (Ay);~q €s una progresion geométrica cuya razén
es menor que 1.

(d) Hallar la suma de la serie Y ;2 Ay.

Solucién.

(a)

Dado que e™* > 0 para todo = € R, los ceros de f se obtienen resolviendo
senz = 0 en [0,00). Las soluciones son zj = k7, k =0,1,2,...

(b) Usando integracién por partes con u = e~

du= —e%dxry v = —cosz. Entonces

y dv = senxdx, tenemos

/e“ senzdr = —e Fcosxz — /ex cos z dx.

Aplicando el mismo método a la primitiva del término derecho, con u = e™*

y dv = cos x dx, siendo du = —e~* dx y v = sen x, obtenemos
/e_x senzxdr = —e *cosz — (e_m senx + /e_:C sen x d.’L‘) .
Por tanto

e*l’
/e_xsenxdw == (cosx +senx).

Para calcular el drea Ay de la regién comprendida entre la gréfica de f en
el intervalo [k, (k4 1) 7] y el eje z, observamos que la integral es positiva si



k = 0 o bien par y negativa si k£ es impar. En consecuencia,

(k+1)m
Ak—(—l)k/ e “senxdx
k

_1)k
= % [e‘k” (cos km 4 senkr) — e BT (cos (k + 1) 7 + sen (k + 1) )

k
_ (_1) |:6ka (_1)k: B ef(lc+1)7r (_1)k+1
2
—k7
= (L+e7).

(c) Para probar que la sucesion (Ay),~, € una progresiéon geométrica, calcu-
lamos -

o0 o0 1 1 —T
Sa=35 (1+e”):§<1i2ﬂ>.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezamen, 7 de Septiembre de 2005
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Calcular las distancias minima y méxima del plano

z+y+2z=0

a los puntos de la elipse
3z2 +y? =12
rT+y+z=2

Solucién. La distancia de un punto P = (z,y, z) al plano viene dada por

|z +y + 22|
d(z,y,z) = ———.
(z,y,2) v
Entonces la funcién que vamos a optimizar es f (z,y,z) = (x +y+ 22)2,

sujeta a las restricciones

g(m,y,z):3w2+y2—12:0,
h(z,y,2)=x+y+2—-2=0.

Aplicando el criterio de los multiplicadores de Lagrange, calculamos los puntos
solucién del sistema Vf (z,y,2) = AVg (x,y,2) + p Vh(z,y, z), resolviendo

2(x+y+22) =6Ax + p,
2(x+y+22)=2\y + p,
4(z+y+22)=p.

Usando la tercera ecuacién, obtenemos

—2(x +y+22) =6\,
—2(x+y+22)=2\y,
lo que implica que 6Ax = 2\y.
Si A = 0 entonces z+y+2z = 0, luego x +y = —2z. Usando la restricciéon

T+ y+ z =2, obtenemos z = —2, por lo que z +y = 4. Dado que y =4 — x,
la primera restriccién implica

12=322+ (4 —2)? = 32% + 16 + 2° — 8z <= 0 = 42> — 8z + 4.

La tinica solucién de 0 = 2% — 2x + 1 = (x — 1)2 es v = 1. Asf obtenemos el
punto P; = (1,3,-2).



Si A # 0 entonces 3x = y, luego la primera restricciéon implica
12 = 322 + 922 = 122% <= 2 = +1.

La solucién z = 1, y = 3 con la restricciéon = + y + z = 2, proporciona el
punto P; obtenido. Si x = —1, y = —3, tenemos que z =2 —x —y = 6, por
lo que P, = (—1,—3,6) es la segunda solucién del sistema. Las distancias de
los puntos P; y P» al plano vienen dadas por

1 —4 —-1-— 12
SR Y0 g ek .

V6 V6 V6

Entonces, la distancia minima se alcanza en P; que pertenece al plano y
la distancia méxima se alcanza en P.

d(P1)



Ejercicio 4. Hallar el volumen del sélido situado en el exterior del paraboloide
z = 2% 4+ y? que lo limita, en el semiplano z > 0 y en el interior del cilindro
2 4 y? = 22.

Solucién. El sélido €2 viene dado por
Q= {(z,y,2) : 2” +9° <2z, 0<z<a”+4°}.

Entonces, el volumen de €2 es

V—///dxdydz—// (/Oxzwde) dxdy—//(x2+y2) da dy,

donde la proyeccién sobre el plano zy es D = {(a:, y) 2 +y? < 23:} . Usando
coordenadas polares, la ecuacién del cilindro es 72 = 2rcosf < r = 2cosb,
donde 6 € [—7/2,7/2]. Para calcular la integral doble, usamos la férmula del
cambio a coordenadas polares

2cosf

7/2  pr2cosf /2 ré
V:// (2% + 1) dxdy:/ / r2rdrd0:/ [—] do
—7/2J0 —7/2 4 0
D
/2

/2 (1 20\ °
:4/ cos49d9:4/ <M) a9
—7/2 —7/2 2

w/2
— / (1 + 2 cos 20 + cos? 29) do
—7/2

w/2
—/ <1+200829+1+C—OS49> do
/2 2

sen 49] /2 3r
—7/2 2

EQ + sen 20 +



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Examen Final. 7 de Julio de 2006
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Determinar el mdximo absoluto de la funcién

1 1

= =+ , z€R.
1+ 1z 14 |z—2

[ ()

Solucién. En primer lugar, observemos que la funcién f satisface

11$+3—x si x <0,
f(z)= 141—$+3i£€ si 0<z<2,
1ix+x—1812§”
En el intervalo (—00,0), la derivada es
f(z) = L >0,

(1-2)* (3-ux)’

luego f es creciente en (—o0, 0], lo que implica f (x) < f(0) = 4/3 para todo
x € (—00,0]. En el intervalo (0,2), la derivada es
, 1 1
PO T e

— (22 — 62 +9) + 2 + 2z + 1

(14z)? (3 —x)?
8 — 8
(1+a)* (3 —a)

lo que implica que f es decreciente en [0, 1] y creciente en [1,2]. Entonces

f(z) <max{f(0),f(2)} = % para todo z € [0,2].

Finalmente, en el intervalo (2,00), la derivada es

, _ 1 B 1
o =iy w ="

luego f es decreciente en [2,00) y f (z) < f(2) = 4/3 para todo z € [2,00).
En consecuencia, el méximo absoluto de f en Res f(0) = f(2) = 4/3.



Gréfica de la funcién f



Ejercicio 2.

(a) Estudiar la convergencia de la integral impropia

o0
1
I:/ Iz,
o l+=z

(b) Calcular el valor de la integral impropia I usando la sustitucién u = 1/z.

Solucién.
(a) En primer lugar, analizamos la convergencia de la integral impropia

1
112/ oz
0 1"‘332

Para aplicar el criterio de comparacién por paso al limite, calculamos

Inx
. 1422 . Inz g7l .
lim =~ = lim — = lim ;= lim — =0,
z—0 ¢ z—0 % z—0 ™ z—0 axr®

si @ < 0. Dado que la integral fol x® dx converge si y sélo si a > —1, usando
a € (—1,0), obtenemos que la integral I; es convergente. Para estudiar la
convergencia de la integral impropia

* Inz
I, = —d
2 /1 1+a2 %"

calculamos
Inx
2 1
lim 1+ lim BT
r—oo g% r=60 g 4 ot
I v
= lim
z—o0 a1 + (o + 2) zotl
1

z—o0 az® + (a + 2) zo+2

sia+2 >0« a> —2. Dado que la integral floo % dx converge si y sélo
si @ < —1, usando a € (—2,—1), obtenemos que la integral Is es conver-
gente. Como ambas integrales son convergentes, concluimos que la integral I
es convergente.

(b) La sustitucién u = 1/z implica z = 1/u, Inz = — Inw, do = —u "2 du, por
lo que

] R | d > ]
TS VR VI
o l+z 0o 14+ (1/u)? (—u?) o l+u

Entonces 21 = 0,luego el valor de la integral impropia I = 0.




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Examen Final. 7 de Julio de 2006
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Sea R la regién acotada por las curvas

z? x?
y:\/E) y:VQZL‘a y:§7 y:Z
Utilizar el cambio de variables z = u!/3v2/3, y= u2/3p1/3 para hallar el drea

de la regién R.

Solucién. La regién R es
R:{(a:,y)eRZ:\/fﬂyng\/él : \/ESyS\/Qx}.

El cambio de variables dado implica
22 u2/3p4/3 g2 w32/
v,

VT apan = s

Ademads, observemos que

2

Vay<z < Jilye=3<T <4,

Y

2
Vi<y<vVare=1<L <o
x

Entonces la regién S en el plano uv es
S:{(u,v)€R2:1§u§2, 3§v§4}.

A continuacién, calculamos el jacobiano

0(z,y) | TuT| ’ %u_2/3v2/3 %u1/3v_1/3
9 (u, 1)) B Yu Yo %u*1/3v1/3 %u2/3U72/3
14 1
9 9 3

Usando el teorema del cambio de variables, calculamos el drea de la regién R,

//d:z:dy //‘ ‘d v —//dudv—




Ejercicio 4. Calcular el flujo exterior del campo vectorial

1

sobre la superficie dada por los puntos del paraboloide z = 2 — 22 — y? tales
que z > 1.

Solucién. La superficie dada es
S:{(a:,y,z) eR?:z=2—2% -2 x2+y2§1}.

Si consideramos el sélido () cuyas fronteras son S y la superficie T, definida
por 22 +y? < 1, z = 1, el teorema de la divergencia de Gauss implica que

//F-NdS:///didea:dydz.
Q

suT

Calculamos
3 (2% 412+ 22" — (22 + 12 + 22" (322 + 3% + 322)
(a2 +y? + 22)°

/S/F-NdS:—i/F-NdS.

Parametrizamos la superficie T mediante

T (r,0) = (rcosf,rsenf,1), 0<r <1, 0<0<2nm.

divF =V-F = —0

En consecuencia,

El producto vectorial fundamental
i j k
T, xTp=| cosf senf 0 |=(0,0,r),
—rsenf rcosf 0

estd orientado hacia el interior de @), por lo que debemos integrar
1

(r2 +1)%?
-Tr

(r2 4+ 1)3/2'

Entonces, el flujo exterior del campo F' sobre la superficie S es

1 2 —r -1 1
g o Jo (r24+1)% (r2 4+ 1)Y 0

:271'(1—\}5):2#(1—\?):7?(2—\@).

—rot F (T (r,0)) - T, x Ty =— (rcosf,rsen6,1)-(0,0,r)




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 19 de Enero de 2006

Ejercicio 1. Determinar el drea mdxima de una cruz simétrica inscrita en
un circulo de radio r (ver la figura).

N 4

Solucién: Elegimos como variable el dngulo 6 € (0,7/2) y obtenemos

0 a/2 0
sen| - |=—=a=2rsen| = |,
2 r 2
0 b b 0
cos| = |=—=b=rcos|=].
2 T 2
Entonces, el drea de la cruz simétrica es la suma de las dreas de dos

rectdngulos de dimensiones a y 2b, menos el drea de un cuadrado de lado a.
Es decir, la funcién objetivo es

0 0 0

oAb 2 Rr2 g v (%Y 22 (Y

A(0)=4ab—a” = 8r sen<2> Ccos <2> 4r° sen <2>
=472 (sen@ — sen? (g)) = 472 <sen9 _ Lzcost _5089>

=2r?(2sen 6 + cos — 1),

donde 0 € (0,7/2) . Para obtener los puntos criticos, resolvemos la ecuacién

A’ (0) = 2r? (2cos 0 — sen 0) = 0.



Dado que » > 0y 6 € (0,7/2), la unica solucién de esta ecuacién es el
punto critico 8* tal que

senf* = 2cos§* <= 0* = arctan 2.
Si @ € (0,arctan2) entonces 0 < tanf < 2, luego senf < 2cos#f, lo
que implica A’ (0) > 0. Ademds, si 0 € (arctan2,7/2) entonces A’ (0) < 0.

Entonces, el drea méxima se obtiene en el dngulo 8* = arctan 2. Para calcular
dicha drea, observamos que

sen 6* = 2 cos §* = sen? 0* = 4(1 —sen26*) — 5sen? §* = 4 = sen §* =

5

porque 0* € (0,7/2) . En consecuencia, cos §* = 1/1/5 y el drea méxima es

A7) = 22 (%-1) =22 (V5-1).



Ejercicio 2. Una esfera de radio r se corta por un plano formando un
casquete esférico de altura h. Calcular el volumen y la superficie (incluyendo
la base) de este sélido de revolucién.

Solucién: El casquete esférico de altura h se obtiene girando alrededor del
eje y la region acotada por las graficas de

?+y2=r% 2=0 y=r—h, 0<h<2r

El volumen, usando el método de los discos, es
" 2 "2 o 2 vl
V—7r/ [z (y)] dy—w/ (7“ —y)dy—w[ry——]
r—h r—h 3 r—h

B r3 (r—h)3
7r<r3—§—7’2(r—h)+T)

Calculamos la superficie S = S7 + S2, donde S; es el drea de la pared
esférica y Ss es el drea de la base contenida en el plano de corte. La primera

superficie verifica que
T
51:271'/ l‘\/1+($/)2dy
r—h

Sabemos que z = /72 — y2. Derivando la ecuacién z2 + y? = 72 respecto

a y, obtenemos 2zz’ 4+ 2y = 0, luego ' = — y/ x. Entonces,
2 2,2 2
2 Y 7+ y T
(') 22 22 r2 _ o2
Por tanto,

T r T
S1 :277/ \/r2—y2—dy:27rr/ dy = 2xrh.
r—h \V r2 — y2 r—h

La base del sélido es un circulo cuyo radio es la coordenada x > 0 de la
interseccién de la circunferencia 22 4+ y? = r2 con la recta y = r — h, luego
2?2 =72 —(r— h)2 = 2rh — h?. Entonces, So = 7 (2rh — h2) y el drea total es

S = 4nrh — h?® = wh (4r — h).



Ejercicio 3.

(a) Supongamos que las series de términos positivos Y 2 1 an v Y noy (an + by)
son convergentes. Estudiar el cardcter de las series

;bn’ ;1+an’ ;l—i—an’

razonando las respuestas.

(b) Dada la serie de potencias

o0 n

Z(n+1)(n+2)’

n=0

calcular su radio de convergencia, el cardcter de la serie en los extremos
del intervalo de convergencia y su suma.

P . [e'S) _ o0 o0
Solucién: (a) La serie > 2 1 by, => 02, (an + by) — > o2 ayn €s convergente
porque es la diferencia de dos series convergentes. Para cada entero n > 1,

tenemos que
2

a’n
1+ay,
porque a, > 0, luego usando el criterio de comparacién, deducimos que la
segunda serie también es convergente. Para analizar el cardcter de la tercera
serie, usaremos la condicién necesaria de convergencia de una serie. Observe-
mos que

< Qp,

. 1 1
lim = - =
n—ool+a, 14+ lim a,
n—oo

porque lim a, = 0. En consecuencia, la tercera serie es divergente.
n—oo

(b) El radio de convergencia de la serie de potencias es

1
R= lim -2 | = i TFDOFD _ pyp (3
n—00 | p41 n—00 (=) n—00 (n + 1)

por lo que la serie es absolutamente convergente en el intervalo (—1,1). En
el extremo z = —1, la serie

- (="
nz_:o (n+1)(n+2)

., 1 . , .
es alternada y la sucesién (—(n FEye +2)>n>1 es decreciente con limite cero, por

lo que el criterio de Leibniz asegura la convergencia. En el extremo ¢ =1, la

serie
o0

1
Z(n+1)(n+2)

n=0



tiene el mismo cardcter que la serie > o | nz, por lo que también es conver-
gente. Por tanto, el dominio de convergencia es [—1,1].

Para calcular la suma de la serie de potencias, sabemos que la suma de la
serie geométrica es

> 1

§ th=——, —-1<t<l.
1—1¢

n=0

Si z € (—1,1), integrando en el intervalo [0, z], obtenemos

/(Zt“) dt = Z(/jt”dt):wsi:/jlitdt:_m(l_m).

n=0

En consecuencia, para todo z € (—1,1),

0 n+1

T
E =—1 —x).
n+1 n(l-2)
n=0

Si z € (—1,1), integrando en el intervalo [0, z], obtenemos

T 0 n+1 0 n+2 T
t T
dt = ———/ln(l—t)dt.
[(Em)e-Sariors |
A continuacién y usando integracién por partes, calculamos
x
—/ In(1—1¢t)dt=—[tln(1 —1t)] / —dt

0 1—1t

— zln(l—2)— /0 (1_—15_1> dt

=—zxzln(l—-z)+In(l—2)+=z
=+ (1—2)n(l—2x).

Asi, para todo x € (—1,1), queda demostrado que

xn+2

;m_a”r(l—x)ln(l_x)_

Si x # 0, dividimos por z? y la suma de la serie de potencias es

n+1)(n+2) =z x?

> " 1 1-2z)ln(1—-x)
E =—+ .
n=>0

En el caso z = 0, se obtiene directamente que la suma es 1/ 2.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 22 de Junio de 2006

Ejercicio 1.
Hallar los extremos absolutos de f (z,y,z) =z —y — z, sobre el conjunto

S:{(:v,y,z)ER3:x2+2y2—1:0, 3x—4z:0}.

Solucién: Aplicamos el criterio de los multiplicadores de Lagrange a la fun-
cién f(z,y,z) = © —y — z, resolviendo el sistema dado por Vf (x,y,z) =
AVyg(z,y,z)+pVh(z,y,z) y las restricciones

g(x,y,z):x2+2y2—1 =0,
h(z,y,z)=3x —4z = 0.

Las tres primeras ecuaciones son

1=2X\z + 3y,
—1=4\y,
—1=—4pu.

La tercera ecuacién implica u = 1/4, por lo que las dos primeras son
1/4=2\z, 1/4=—)\y,

luego 2Axz = —Ay. Dado que A # 0, obtenemos 22 = —y. Sustituyendo en la
primera restriccién

1 2
P48t =1=r=4-=y=7F=.
3 3
.. 3x )
La segunda restriccién, z = T nos proporciona los extremos absolutos
Ao (L 21y /12 1y
3" 34 3'3"° 4
Dado que
1 2 1 3 1 2 1 3

la funcién tiene un méximo absoluto en A y un minimo absoluto en B.



Ejercicio 2.

(a) Evaluar las integrales / / V1 — a2 dx dy, / / /1 —y2dx dy, donde
D1 D2

Dy={(z,y) eR*: 2’ +y* <1, 0 <y <},
Dy={(z,y) eR*:2® +y* <1, 0<z < y}.
(b) Calcular el volumen del sélido dado por la interseccién de los tres cilindros

sélidos 22 + 9% < 1, 22 + 22 < 1, y? + 2% < 1, situado en el octante positivo
x>0,y >0, z>0. Indicacion: aplicar los resultados obtenidos en (a).

Solucién: (a) Usando coordenadas polares, calculamos la integral

w/4 rl
//\/1—m2dmdy=/ / V1—r2cos20rdrdf
0 0

D,
/2 —1 2 232!
:/0 3 (2(:0526) [(1 — 7 cos"6) ]0 40

/4 o 2 3/2_
B 1/ (1 cos 9) 1d9
0

3 cos? 0
L[,

3 Jo cos? 0
_1/“/41—sen9(1—(30829) "
3o cos? 6

1 [/ 1 sen 6
_5/0 (cos29_cos20+sen6) 40

1 /4
=3 [tg _?_0080]0

1 V2 1 3v2
—5(1—“5—7*2) —5(3—7)

V2
—1—7.



Andlogamente,

[

/4
Do /

/22 —1 2 232!
_/7r/4 3 (ZSen20> [(1 — 7 sen”0) }0 40
3/2

1 (™2 (1—sen?0 1
:__/ ( sen 2) d9
3 Jra sen® 0

T/2 1 _ ~nad
/ 1 cc2)5 0d9
x/4  sen?d

/2

1
/ vV1—1r2sen?0rdrdf
0

/21 — cosf (1 — sen? 9)
[ —sertt)
/4 sen? 6

/2 1 cos 0
/7r/4 (sen29  senzg T 0) 40

/2

Wl Wl Wl Wl

1
[— cotg  + 7 + sen 9]

sen /4

v2) 1 3v2
w444

)
|

Wl =

/N
)
+
—
|

|

|

I
_
|

(b) Los puntos del sélido U satisfacen 22 +y% < 1, 22 < 1—22, 22 < 192,
en el octante positivo y su descripcién como sélido XY -proyectable es

U:{(:B,y,z)ERi::L‘Q—i—fSl, 0§z§min{\/1—x2,\/1—y2}}.

Considerando los dominios Dy y D del apartado (a), observemos que

@,y eD=0<y<z=y’<a’=V1-22<\/1-2=2<V1-2a2
(w,y)€D2:>O§x§y:>x2§y2$\/1—y2§\/l—a:QﬁzS\/l—y?.

En consecuencia, el volumen del sélido U es

Vi—azZ? Vi-y?
V:///dzdydz:/// dzdxdy+/// dz dx dy
U Dy 0 Do 0

://\/1—xdedy—l—//\/l—dexdy:2—\/§.
Dl DZ



Ejercicio 3.

Sea S la porcién de la semiesfera a2 + 32 + 22 = 4, z > 0, que se en-
cuentra en el interior del cilindro 22 + y?> = 1. Dado el campo vectorial
F (z,y,2z) = (xy,yz, zz), calcular el flujo exterior del campo rot (F') a través
de S, directamente, usando el teorema de Stokes y aplicando el teorema de
Gauss.

Solucién: El rotacional del campo vectorial F' es
i j k
rot F=VxF=|D, Dy, D, |=(-y,—z2 —x).
Ty Yz 2x
Los puntos de la semiesfera situados en el interior del cilindro verifican
0< w2+y2 =4—-22<1, luego 3 < 2?2 < 4, loqueimplica\/§§ z < 2.
Por tanto, la superficie S = {(a?,y, 2)eR3 a2 42 +22 =4, V3<2< 2}
y elegimos la parametrizacién dada por las coordenadas cilindricas

S(r,0) = (rcos&,rsen@, \/4—7’2>, 0<r<1, 0<60<2m.

El producto vectorial fundamental es

i j k ) )
—2r r“cosf r%senf
S, X Sg=| cosf senf = , T
K 24— 12 (\/4—7«2 Vi—1? >

—rsenf rcosb 0

y tiene la orientacién exterior a la semiesfera porque en el punto S (1,0) =
(1, 0, \/3) , el producto vectorial S, x Sy (1,0) = (1/\/5, 0, 1) . A continuacion,
calculamos

rot F' (S (r,0)) - Sy x Sp= (—rsen@,—\/él— 7’2,—7“(:089) . (

B <r3 sen  cos
N

El flujo exterior del campo rot F' a través de S es

2
//rotF NdS=— // <T Senacojg—i—?“QsenO—i-TQcosG) 6 dr
—7“

3 sen267%" 9 2
=— +7r°[—cos +sen 02" | dr
/0 (\/4—7’2{ 2 }o | b

=0.

r2cosf r2senf 7’)
VA =12 /4 — 2’

—I—rzsenﬁ—l—rzcosG) .




El teorema de Stokes asegura que [[qrot F'- NdS = §,F - dr, donde
la curva C, que es la frontera de S, viene dada por z2 + ¢y = 1, z = /3.
Una parametrizacion de la curva con orientacién inducida por la superficie
orientada por la normal exterior a la semiesfera es

r(0)=5(1,0)= (cos&,senG,ﬁ), 0<6<2m.

Calculamos la integral de linea

?{F-dr— TR (0)) - (6) d
0
C

2
:/ (sen@cos 0,v/3senb, V3 cos 0) - (—sen6,cos0,0) do
0

27
:/ (— sen’ 6 cos 6 + \/gsen90059> do
0

27
_ [_sensﬁ n \/gsenzt?] _ o
0

3 2

Para aplicar el teorema de Gauss, consideramos el sélido U cuyas fronteras
son Sy la superficie T' definida por 22 + % < 1, z = v/3. El teorema de la
divergencia de Gauss implica que

//rotF NdS = ///dlv (rot F') dxdydz = 0,

suT

porque div (rot F') (z,y, z) = 0. En consecuencia,

//rotF NdS = — //rotF N dS.

Parametrizamos la superficie T" mediante
T(r,&)z(rcosG,rsenH,ﬁ), 0<r<1, 0<6<2nr.
El producto vectorial fundamental
i j k
T, xTp=| cosf® sen 0 |[=(0,0,7),
—rsenf rcosf 0

estd orientado hacia el interior de U, por lo que debemos integrar
—rot F (T (r,0)) - T, x Tp = (r sen 0,3, cos 9) -(0,0,7) = r? cos 6.

Fl flujo exterior, a través de T, del rotacional del campo F es

1 p27 1
//rotF-NdS—// 7’2C089d(9d7’—/ 72 [sen 0)2" dr = 0,
0o Jo 0

T

lo que implica el resultado pedido.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen de 12 de Septiembre de 2006
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. A medianoche, el barco Arrow se encuentra situado a 100
kilémetros en direccién este del barco Blue. El barco Arrow navega hacia el
oeste a 12 km/h, y el barco Blue lo hace hacia el sur a 10 km/h. ;A qué
hora se encontrardn a distancia minima uno del otro? ;Cual es la distancia
minima?

Solucién. Elegimos un sistema cartesiano de coordenadas con centro en el
barco Blue, de manera que el eje x coincide con un paralelo y el semieje x > 0
indica la direccién este. Ademds, el eje y coincide con un meridiano y el
semieje y < 0 indica la direccién sur. En el instante ¢ = 0, las coordenadas de
Blue son B = (0,0) y las de Arrow son A = (100,0) . Dadas las velocidades y
direcciones de cada navegacion, las ecuaciones pardmetricas de las trayectorias
de los barcos Arrow y Blue son:

T4 (t) = (100 — 12¢,0),
rp (t)=(0,-10¢),

donde ¢t > 0. Entonces, la distancia entre ambos barcos es

d@)Z\/uoo—]2w2+1om% t>0.
Para calcular la distancia minima, definimos la funcién
F () =d?(t) = (100 — 12¢)* 4+ 100¢2, ¢ > 0.

Los puntos criticos de esta funcién se obtienen resolviendo la ecuacién

300
f'(t) = 2(100 — 12t) (—12) + 200t = 488t — 2400 = 0 <t = oL
Observemos que si ¢ € [0,300/61) entonces f'(t) < 0y si t > 300/61
entonces f’(t) > 0. En consecuencia, la distancia minima se alcanza en el
instante t* = 300/61 ~ 4.91803 y su valor es

300 500
* = — | = —V61 = 64.0184.
d"=d < 61 ) ol 6 64.018
Para calcular la hora a la que se encontrardn a distancia minima uno del
otro, el tiempo t* = 4.91803 corresponde a 4 horas y 0.91803 x 60 ~ 55
minutos.



Ejercicio 2. Hallar la suma de la serie

o (D"
Z (2n+1)3"

n=0

Solucién. Para calcular la suma de la serie, observemos que integrando t2”

se obtiene el término (2n + 1) en el denominador. Por ello, usaremos la suma
de la serie geométrica

[e.e]

1
d (-t = o L<t<t

n=0

Si z € (—1,1), integrando en el intervalo [0, z], obtenemos

/Ox <i(—1)”t2n> dt:i </Ox (—1)”t2"dt>

n=0 n=0
i (_1)71 $2n+1
o 2n+1
r 1
o 1+t
=arctanx.

dt

En consecuencia, para todo = € (—1,1),

s n .2n+1 3 5 7
(-D)"z z x x

arcta = ~ 2 —_r— — 4+ — — — 4.
B nZ:O antl 0 35 7

Para todo x € (—1,1) tal que = # 0, tenemos

arctan z 22zt S L (—1)" g2
7:1_7+7_7+...:ZL_
T 3 5 7 = 2n+1

Por ello, si elegimos = = 1//3 obtenemos la suma de la serie

i (—1)" B arctan %
- 1
~ (2n+1)3" e
1
= /3 arctan —

V3
—v3T.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen de 12 de Septiembre de 2006
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Calcular el valor méximo de la funcién

f(%,y,Z) :$+2y—27
en el recinto

S={(z,y,2) eR*:2? +y* + 2> <1, 2 +y+2>0}.

Solucién. La funcién f es continua en el recinto cerrado y acotado S. Por lo
tanto f alcanza sus valores médximo y minimo absolutos en S. Para calcular el
valor maximo, observemos que V f (z,y,2) = (1,2,—1), por lo que f no tiene
puntos criticos. Entonces, calculamos los valores extremos en la frontera de
S, que estd formada por la unién de las tres superficies descritas por

Sl:{(xayaz)€R3:x2+y2+22:1, z+y+z>0},
So={(z,y,2) eR*: 2’ + 9 + 2> <1, 2 +y+2=0},
Ss={(z,y,2) ER*:2? + 9>+ 22 =1, z+y+2=0}.

Para obtener los valores extremos en Sp, aplicamos el criterio de los mul-
tiplicadores de Lagrange a f (z,y, 2) = + 2y — 2, resolviendo el sistema dado
por Vf(x,y,z) = AVg(z,y, z) y las restricciones

g(z,y,2) =22+ 2 +22=1, +y+2z>0.

Las tres primeras ecuaciones son

1=2\x,
2=2)\y,
—1=2\z.
Dado que A # 0, obtenemos 2x = y = —2z. Sustituyendo en la restricciéon

dada por la igualdad
P44+t =le= 6t =l =+—,
V6

lo que nos proporciona los puntos

- (Gi ) v G

[\)



El punto P, no satisface la restriccién dada por la desigualdad z 4+ y + z > 0,
por lo que sélo consideramos el punto P;.

Para obtener los valores extremos en Ss, resolvemos el sistema dado por
Vf(z,y,z) = AVh(x,y,z) y las restricciones

h(z,y,2) =x+y+2=0, 22 +9? +22 < 1.

Las tres primeras ecuaciones son

1=\,
2=,
1=

por lo que el sistema no tiene solucién.
Finalmente, para obtener los valores extremos en S3, resolvemos el sistema
dado por Vf (z,y,2) = AVyg(z,y,z) + p Vh(z,y, z) y las restricciones
h(z,y,z)=xz+y+2z=0.

Las tres primeras ecuaciones son

1=2)\x + u,
2=2X\y + p,
—1=2Xz+ u.
Eliminamos el pardmetro p restando las ecuaciones y obteniendo
{2)\1/—2)\33:1, {y—x:1/2)\,
2 \y — 2z = 3, y—2z=23/2]\,

porque A # 0, ya que si A = 0 el sistema es incompatible. Eliminando A
obtenemos 3y — 3x = y — z, lo que implica

3z — 2y — 2=0,
T+y+z=0,
usando una restriccion. Sumando se obtiene 4x =y, z = —x — y = —b5x, por

lo que la otra restriccién es

1
2241622+ 2522 =1 <= 4222 =1 <= o+ —

V42’

lo que nos proporciona los puntos

1 4 -5 -1 -4 5
P = ) ) 9 P = 9y ) N
’ <\/42 Va2 \/42> ! (\/42 Va2 \/42>
Calculamos el valor de la funcién en los tres puntos seleccionados
14 —14

f(P) = \% = V6 =24495, [(P3)= B 2.1602, f(Py) =—— <0,

luego el valor méximo de f es v/6 y se alcanza en Pj.



Ejercicio 4. Hallar el flujo exterior del campo vectorial

1
(22 4 2 + 22)%/?

F(z,y,2) = (z,y,2),

sobre la esfera 22 + 4% + 22 = a2.

Solucién. Parametrizamos la esfera con radio a y centrada en el origen
usando coordenadas esféricas,

S(®,0) = (asen P cosh,asen Psen b, acosP),

donde 0 <& <7, 0<6<2m.

El producto vectorial fundamental es

i j k
Se X Sg=| acos®cost acosPsenfd —asend
—asen ® sen 6 asen ® cos 0

= (a2 sen? @ cos 0, a? sen? ® sen 6, a? sen P cos <I>) .

En el punto S (7/2,0) = (a,0,0) el producto es Se xSy (7/2,0) = (a?,0,0),
por lo que la superficie estd orientada hacia el exterior del sélido encerrado
por S. Entonces tenemos que integrar el producto escalar

F(S(2,0)) - (Sp x Sp) = (asen ® cosf,asen P sen b, acosP) - (Sg x Sp)

((12)3/2
1

=— ( 3sen® @ cos? 0 + a sen® @ sen? 0 + a® sen @ cos? <I>)
a

=sen® ® + sen @ cos® ®

=sen ®.

Entonces, el flujo exterior del campo F' sobre la superficie S es

21 T
//F-NdS—/ / sen ® d® db
0 0
S

=27 [— cos D]

=A4r.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezamen Final. 26 de Junio de 2007
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Determinar los puntos de mdxima y minima pendiente de la
grifica de la funcién
1

=112 "€k

)

Solucién. La pendiente de la grifica de la funcién dada es

, 2z

y:—m, x € R.

Los puntos criticos de y' se obtienen resolviendo la ecuacién y” = 0, es
decir,

, =2 (1+a2)% + 822 (1+2?)
a (1+22)*
—2 (14 2?) + 822
(1+22)°
622 — 2
(1+a?)
=0

Las soluciones de esta ecuacién son los puntos criticos:

6:132—2:O<:>x2:1<:>w::|:i.
3 V3
A continuacién, obtenemos los conjuntos de crecimiento y decrecimiento de
y'. Si |z| < 1/v/3 entonces 2 < 1/3, luego 622 — 2 < 0, siendo y” < 0.
Entonces la pendiente ' es decreciente en el intervalo (—1 /\V3,1/ \/5) Si
lz| > 1/v/3 tenemos que y” > 0, luego la pendiente 3’ es creciente en el
conjunto (—oo, —1/\/3) U (1/\/§, 00) .

Siz < —1/\/§ la pendiente es creciente y si —1/\/§ <z < 1/\/§ es
decreciente, luego la maxima pendiente se alcanza en el punto (—1 / V3,3 / 4)
de la gréfica de y.

Si —1/v3 < x < 1/4/3 la pendiente es decreciente y si x > 1/v/3 es
creciente, luego la minima pendiente se alcanza en (1 / V3,3 / 4) .



Ejercicio 2. Sea R la regién plana limitada por la gréfica de la funcién

1
)= —, x>0,
o= e
el eje OX y el eje OY. Consideramos los sélidos que se obtienen cuando la
regién R gira en torno al eje OX y al eje OY. Calcular el volumen de dichos
sélidos.

Solucién.
El volumen cuando la regién R gira en torno al eje OX, usando el método
de los discos, viene determinado por la integral

‘/1:77/0 f(zx) da?:ﬂ'/o $2+4d1‘

mientras que el volumen, cuando dicha regién gira en torno del eje OY, uti-
lizando el método de las capas, estd determinada por la integral

o0 o0 1
Vs —27r/ T xda:—27r/ T——=dx.
2 ; f(z) ; i

Ahora calculamos estas intergrales impropias:

b
dx

[ee) [ee) 1
‘/1:77/0 f(l')gdl':ﬂ'/o :82—_’_4(127:71'1111’1

b—oo 0 .’L'2+4

b 2
lim 1 arctan (:n) ul lim |[arcta b il

=r li — — =—1 nl(— = —.
b—oo | 2 2 0 2 b—oo 2 4

o o T
Vo =27 zf(z)dx =27 ——dx
=2 [ () | ==

b
=27 lim dr = 27 lim { :1:2+4}0

b T
b%oo/o Va2 +4 b—oo
=27 blim (\/ b2 + 4) — 47 = oo.
— 00
El volumen V5 también puede calcularse utilizando el método de los discos.
1
VaZ+4

1 1
x=g(y) =, /? — 4, donde y € (O, 5] En este caso, el volumen es

Vz /% g(y)3dy /% < L 4) dy lim : ( ! 4) dy
=7 = — — = — —
’ 0 o \¥° a—0t Jo \Y?

1
2
=7 lim [—1—43/] :77[—2—24— lim <l+4a>} = 00.
a

a—0*t Yy a a—0t

En este caso tendriamos que despejar x en la funcién y = , obteniendo

N



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezamen Final. 26 de Junio de 2007
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Sea T'(z,y,2) = 100 + 22 + y? la temperatura en cada punto
de la superficie esférica 22 + y? + 22 = 50. Hallar las temperaturas méxima y
minima en la curva formada por la interseccién de la superficie esférica y el
plano x — z = 0.

Solucién. La funcién objetivo es T(z,y,z) = 100 + 22 + y?, siendo las
restricciones

g(x,y,2) =2 + 1 + 2* = 50,
h(z,y,z)=x—2z=0.

El criterio de los multiplicadores de Lagrange asegura que los extremos en
la curva satisfacen el sistema dado por

VT (z,y,2) = AVg(z,y,z) + pVh(z,y,2).

Las tres ecuaciones de sistema son

2x =2 x + u,
2y =2y,
0=2\z — p.

La tercera ecuacién implica p = 2z, por lo que z = Az 4+ Az. La segunda
ecuacién implica y (1 — X) = 0, por lo que y = 0 o bien A = 1.
Si y = 0, entonces las restriciones se convierten en

z® + 22 =50,
x—2z=0,
luego 222 = 50, lo que nos da los puntos P; = (5,0,5) y P> = (—5,0,—5).
Si A = 1, entonces x = x + z, luego z = 0, y las restricciones implican

que z = 0, y> = 50. Asi obtenemos los puntos P3 = (0,5\/5, 0) y Py =
(O, —5v/2, O) . Los valores de la temperatura en dichos puntos son

T(P) =T (P) =125 T(Ps)=T(Py) =150,

por lo que el méximo absoluto se alcanza en P53 y Py, mientras que el minimo
absoluto se alcanza en P y P».



Ejercicio 4. Sea R la regién plana interior a la curva

$2

2

Y
— 4+ ==1.
4+2

a) Utilizar el cambio de variables u = x/2, v = y//2 para calcular la

integral doble
// (8 — 222 — 49°) dx dy.
R

b) Calcular el volumen del sélido
Q={(z,y.2) eR¥:1 <2 <9227 —4°}.
¢) Calcular el flujo exterior del campo vectorial
F(z,y,z) = (81: + 2,222, —4y2)

a través de la frontera S del sélido Q.

Solucién. a) El cambio de variables dado es z = 2u, y = v/2v, por lo que la
regiéon R se transforma en el plano wv en

T = {(u,0) e R?: u? + 0> < 1}.
A continuacién, calculamos el jacobiano

9(x,y) _
0 (u,v)

Ty Ty
Yu Yv

= 2V/2.

- ‘ 2 0 ‘
=lo 2
Usando el teorema del cambio de variables, calculamos la integral doble,
//R(s — 2% — 4y2)dxdy://T (8 — 8u? — 8v%) 2v2 dudv
= 16\/5//T(1 —u? —v?) dudv

2 1
:16\/5/ / (1 —r2)rdrd9,
o Jo

donde hemos utilizado el cambio a coordenadas polares dado por u = 7 cos 8,
v = rsenf. Finalmente

// (8 — 242 —4y)dzdy—16f/2ﬂ[%—ﬂ df

27
=42 / do = 8V/2r.
0




b) El volumen del sélido @ puede calcularse mediante la integral triple

V(Q):///Qd:cdydz://R(9—2x2—4y2—1) dx dy,

siendo R la proyeccién del sélido sobre el plano de ecuacién z = 0, que es la

regién plana limitada por la curva de ecuacién 9 — 222 — 4y? — 1 = 0, es decir
2 2

la curva plana de ecuacion T + yo_ 1. Usando el resultado del apartado a),

2
obtenemos que

V(Q) = //R (8- 222 — 4y2) dz dy = 8V/2r.

c¢) Para calcular el flujo a través de la superficie cerrada S utilizamos el teo-
rema de Gauss de la divergencia,

//S (F.N)dS = ///Q div(F) da dy dz.

Como la divergencia del campo dado es div(F') = F,+F,+F, = 8, obtenemos

//S (F.N)dS = ///Q div(F)dzdydz = 8///@ dz dy dz = 64v/2r,

usando el resultado del apartado b).



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 18 de Enero de 2007

Ejercicio 1. Se consideran las rectas que pasan por el punto (1,8) y cortan
a los semiejes positivos. Determinar la distancia minima entre los puntos de
corte y obtener la recta que verifica dicha propiedad.

Solucién: La ecuacién de las rectas que pasan por el punto (1,8) y cortan

a los semiejes positivos es y — 8 = m(x — 1), —oo < m < 0. Para calcular
los puntos de corte con el semieje y = 0, = > 0, resolvemos m (z — 1) = =8,
obteniendo

A= (1 £.0) = (=20).

Los puntos de corte con el semieje x = 0, y > 0, se obtienen resolviendo
y — 8 = —m, por lo que son B (m) = (0,8 —m). Entonces, la distancia entre
los puntos de corte es

1 1
:|m—8| m—&—l:(S—m) W+1’ —o00o <m < 0.

Calculamos los puntos criticos mediante

~ () - S

1 —2
F'(m):—w—m2+1+(8—m) ’Tg =
2,/—+1 Iy

B —m—m3—8+m o -mP -
1
M3/ z + 1 \/m2+1
La tnica solucién real de la ecuacién m? = —8 es m = /=8 = —2, que
pertenece al intervalo (—oo,0).
Para probar que F'(m) alcanza su valor minimo en m = —2, usaremos

el criterio de la primera derivada. Si m < —2 entonces m? < —8 y m3 < 0
porque m < 0. Por tanto F’ (m) < 0 y F (m) es decreciente en el intervalo
(—00,—2). Si =2 < m < 0 entonces m® > —8 y m® < 0. Por ello F’ (m) >0
y F'(m) es creciente en el intervalo (—2,0) . Entonces

- —10\/:—10f—5f

es el minimo absoluto de F' (m) en el abierto (—o0,0) . La recta con distancia
minima entre los puntos de corte es y —8 = —2(x — 1).



Ejercicio 2. Un toro se forma al girar la regién contenida en la circunferencia
(1‘—2)2+y2 = 17

alrededor del eje y. Calcular el volumen de este sélido de revolucién, usando
el método de las arandelas y el método de las capas.

Solucién: Las funciones que representan las fronteras de la regién son

r=2++V1—-92, x=2-—+1-—192,

donde y € [—1,1]. El volumen, usando el método de las arandelas, es

- W/ [(2+\/1——) (2- ﬂf]dy

/2
:77/ Sv1—y dy—87r/ cos? t dt
—7/2
71'/2 ﬂ'/2
—87r/ 1+costht:87T [E_,_SGH%]
/2 2 2 4 /2

_ T\ g2
—87r<4+4) 47,

usando el cambio de variable y = sent.
Dado que el eje de giro es y, la variable para el método de las capas es x.
El radio de cada cilindro es » = x. Las fronteras de la regién vienen dadas por

y = +4/1— (z—2)% 2 € [1,3]. Entonces, la altura es h = 24/1 — (z — 2)*.

El volumen, usando el método de las capas, es

3 3
V:27r/ rhdx:47r/ /1 — (z —2)%da
1 1

Para calcular la integral, consideramos el cambio de variable
r—2=sent, dx = costdt, —g <t< g

En consecuencia,

/2
V:47r/ (2 + sent) cos? t dt
—m/2

/2
= 477/ (2 cos? t + cos? t sen t) dt
—7/2

/2
47r/ 1+0032t+cos tsent) dt

,.;;

™

v v
)
™33

[ sen2t cos t} /2
t+ 3

—m/2



Ejercicio 3. Para cada nimero natural n > 2, sea r, la recta determinada
por los puntos (1,2) y (n,0). Consideremos la regién plana R,, comprendida
entre las rectas rop, ron41 v las rectas de ecuacion x =1y x = 2.

a) Calcular el drea a,, de la regién R,,, para cada n > 1.

b) Calcular el radio y el dominio de convergencia de la serie de potencias
ool anx™.

Solucién: a) La ecuacién de la recta 7, que pasa por los puntos (1,2) y
(n,0) es
-2
—2= —1 > 2.
y n — 1 (m ) Y n -

Las rectas r, cortan a la recta x = 1 en el punto (1,2) y cortan a la recta
x = 2 en los puntos

2
(xn,yn):<2,2— ), n>2.

n—1

Cada regién plana R, es un tridngulo de altura igual a 1 y base

_{, 2 s 2 \__ 2 1
Yant1 = Yon = mt+1—1 m—1) 2n—-1 n

2n—(2n-1) 1
 2n—-1)n  (2n—1)n’

n > 1.

Entonces, el drea de la region R, es a, = m, para cada n > 1.
b) El radio de convergencia de la serie de potencias > o7 | a2z es

1

@20 _ .o (2n+1)(2n+2)

1

n

R = lim

n—oo

an+1

por lo que la serie es absolutamente convergente en el intervalo (—1,1). En

el extremo x = 1, la serie
oo
> T
(2n—1)2n

3
-

tiene el mismo cardcter que la serie Y >, #, por lo que es convergente. En
el extremo x = —1, la serie

(="
Z (2n—1)2n

n=

—_

es absolutamente convergente, por lo que también es convergente. Por tanto,
el dominio de convergencia de la serie de potencias es [—1,1].



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segqundo Fxamen Parcial. 1 de Junio de 2007

Ejercicio 1.

(a) Calcular el drea de la regién plana encerrada por la lemniscata de ecuacién
2

(22 +12)° =9 (22 — 4?).

(b) Obtener el volumen del sélido interior al cilindro de ecuacién

($2 + y2)2 _9 ($2 . y2)

y al hemisferio de ecuacién z = /9 — x2 — y2.

Solucién: (a) La ecuacién de la lemniscata en coordenadas polares es 74 =

9r2 (cos2 0 — sen? 9) . Usando una identidad trigonométrica y simplificando
obtenemos 72 = 9 cos(26). El drea puede calcularse utilizando la férmula para
curvas en coordenadas polares A(R) = 3 [ g 72(0) df, o mediante la integral
doble A(R) = [[ dz dy. Utilizando la simetrfa de la curva, el drea es

R

AR) =43

i ™ 9 by
/4 r?(0) df = 36 [ cos(26)do = 18 sen (20) ] * =0,
0 2.J0 2 |,

Usando integracién doble, teniendo en cuenta la simetria de la curva y con
el cambio a coordenadas polares, obtenemos

I 9 cos(26) iy
A(R)://dxdy:4/4 /V rdrd9:2/4 [TQ]OW/gcos(ze) 50
0 0 0
R

- 18/4 cos(26) df = 18 [M] f oo
0 2 0

(b) Para calcular el volumen usaremos coordendas cilindricas. Haciendo uso
de la simetria del sélido y teniendo en cuenta que la ecuacién del hemisferio
en coordenadas cilindricas es z = v/9 — r2, obtenemos

Z  ry/9cos(20)
V://\/Q—xQ—y2dxdy:4/4/ V9 —r2rdrd
0
R

0
_ _é % _ 2 3/2 9005(29) . _é % _ 3/2 _
- 3/0 [(9 r?) }0 do = 3/0 ((9 9cos(20)) 27) do
—36/Z (1 —(1- cos(2(9))3/2> do = 36 /Z (1 — (2sen? 9)3/2) do
0 0

:36/Z <1 —2\/§sen39> cl9:97r—72\/§/Z (1 —00529) sen 6 df
0

0

§:3(37r—16\/§+20>.

3
=97 — 722 [—cos@ + cos 9]
0



Ejercicio 2.
Hallar el punto més alto de la curva dada por la interseccién de las superficies

2+ +22=36, 2r+y—2z=2.

Solucién: Aplicamos el criterio de los multiplicadores de Lagrange a la fun-
ci6n altura f (z,y, z) = z, resolviendo el sistema dado por

Vf(z,y,z) =AVg(z,y,2) + nVh(z,y,2)
y las restricciones

9(z,y,2)=a% +y* + 2* = 36,
h(z,y,z)=2x+y—2z=2.

Las tres primeras ecuaciones son

0=2\x + 2u,
0=2\y + p,
1=2X\z — pu.
La segunda ecuacién implica u = —2\y, por lo que la primera y la tercera son

20x —4dy =0, 2Xz+ 2 y=1.

La primera implica que A (x — 2y) = 0, y la tercera que A # 0, por lo que
obtenemos z = 2y. Sustituyendo en la segunda restricciéon by — z = 2, por lo
que z = by — 2. Entonces, la primera restriccién implica

Ay? + % + (5y — 2)% = 36 <= 302 — 20y — 32 = 0.
Resolvemos la ecuacién 15y? — 10y — 16 = 0, obteniendo

, = 10 VIO F 960 _ 54 V265
- 30 15

Dado que z = 5y — 2, el punto de la curva con coordenada z mayor es

P (10+2\/265 5+ V265 —1+\/265>
B 15 15 3 ’




Ejercicio 3.

Sea S la superficie definida por z =1 — 22 —y%, 4+ 2z > 1 y sea F el campo
vectorial definido por F' (z,y,2) = (yz,zz,xy) . Calcular el flujo exterior del
campo F' a través de S, directamente y aplicando el teorema de la divergencia
de Gauss.

Solucién: Elegimos la parametrizacién S (z,y) = (:B, y, 1 — a2 — y2) , donde
el dominio de definicién D es

:c+z::1:+1—:c2—y221<:>:c2+y2§:1:.

Fl producto vectorial fundamental es

i 5k
SyxSy=|1 0 —2z|=(2z,2y,1),
0 1 —2y

y tiene la orientacién exterior al paraboloide porque en el punto S (0,0) =
(0,0,1), el producto vectorial S, xSy (0,0) = (0,0,1) . Calculamos el producto
escalar

F(S(lﬁ,y))Sx X Sy:(y(l—fUQ—yg) a$(1_$2_y2)7ﬂjy) (21:723/71)
=4xy (1—x2—y2) +zy =2y (5—4x2—4y2).

El flujo exterior del campo F' a través de S es

//F-NdS—//a:y(5—4a:2—4y2) dx dy
S D

cos 0

r% sen 6 cos 0 (5 - 4r2) rdrdf

(57’3 — 47"5) sen 6 cos 0 dr dO

—7/2
/2 4 476 cos 6
:/ [5L - L} sen 6 cos 6 df
—7/2 4 6 0
w/2
= / <% cos® fsen f — ; cos” fsen 0) do
—7/2

6 378

[_§00869 2 00889:|7r/2
4 —7/2
0

usando el cambio a coordenadas polares en la integral doble, que transforma
?+y?<zen0<r<cosfy-n/2<6<7/2



Para aplicar el teorema de Gauss, consideramos el sélido U cuyas fronteras
son Sy la superficie T definida por 22 + 32 < z, x + z = 1. El teorema de la
divergencia de Gauss implica que

//F-NdS:///dide:L‘dydz:O,
U

sSuT

porque div F' (x,y, z) = 0. En consecuencia,

/S/F-NdS:—g/F~NdS.

Dado que z = 1 — z, parametrizamos la superficie T mediante
T(m,y):(x,y,l—a:), $2+y2§$.

El producto vectorial fundamental

i j k
Ty xTy=| 1 0 —1[=(1,0,1),
0 1 0

esta orientado hacia el interior de U, por lo que debemos integrar
—F(T(z,y) TpoxTy=—(y(1l—-2z),z(1—-2z),zy)-(1,0,1) = —y.

Para calcular el flujo exterior de F' a través de T, usaremos el cambio a
coordenadas polares en la integral doble

//F-NdS://—yd:pdy
T D
w/2  prcos6
:—/ / rsendrdrdf
—7/2J0
/2 r3 cos 0
:—/ [—} sen 6 df
—x2 13 o

/2
:—1/ cos® O sen 0 df

§ —7/2
1 [cos4 9] /2
4 —7/2

lo que implica el resultado pedido.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen de 8 de Septiembre de 2007
PRIMERA PARTE

2
Ejercicio 1. La grafica de la funcién y = 4 — L en el intervalo [0,4] gira

alrededor de la recta y = b, donde b € [0,4]. Calcular el volumen del sélido
resultante en funcién de b. Hallar el valor de b que hace minimo el volumen
de dicho sélido.

Solucién. El volumen, usando el método de los discos, es V' (b) = 7 f(;l [r ()] d,
siendo el radio r (z) = |y (z) — b| para x € [0,4].

En primer lugar, calculamos

ﬂfz 2
@ =) -7 = (1 - )
4 2
=f—6+b%—2m2+b2—8b+16.

A continuacién, obtenemos

4 /.4 A 42
V(b):7r/ (x—+w+b2—8b+l6> dx
o \16 2
2 (b—4)23 4
=T [%+T+(b2—8b+16)40
64b 512
— 2 _ ==
—7T(4b 3 + 15).

La funcién V (b) es continua en el intervalo cerrado y acotado [0,4], por lo
que tiene extremos absolutos. Dado que es derivable, calculamos los puntos
criticos resolviendo la ecuacién V' (b) = 7 (80 — 64 /3) = 0. El tnico punto
critico b = 8 /3 pertenece al intervalo [0,4] y es un minimo relativo porque
V" (b) = 87 > 0. Ademds, es el minimo absoluto porque

8 256 64 512



Ejercicio 2. Dada la serie numérica
2n+1’
— (2n+ 1)22n

estudiar su cardcter y calcular su suma usando una funcién conocida.

Solucién. Para analizar el cardcter de la serie, calculamos

2n+1)227tL 1 (2n+1) 1
= lim ————— =~ lim ——~% =-<1.
n—oo (2n + 3)227+3  4dn—oo (2n+3) 4

An+1
Qnp

lim

n—0o0

Entonces el criterio del cociente implica que la serie es absolutamente con-
vergente. Para calcular la suma de la serie, usaremos la suma de la serie

geométrica
oo

1
S (-1t = T Cl<t<lL

Si z € ]0,1), integrando en el intervalo [0, 2], obtenemos

/Ox (i(—l)”t%) dt:nio </0I(—1)“t2" dt)

n=0
71 2n+l

_Z 2n+1
n=

T
:/ L
o 1+12

= arctanx.

Six € (—1,0], integrando en el intervalo [z, 0] , obtenemos el mismo resultado.
En consecuencia, para todo = € (—=1,1),

o0
(—1)" g2 tl R
t N+ ot T
arctan nE_O 5T e T

Por ello, si elegimos z = 1/2 obtenemos la suma de la serie

o (=D" o L
——— 5 — arctan —
Z_O (2n + 1) 22041 2



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezamen de 8 de Septiembre de 2007
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Hallar el punto mds bajo de la curva interseccién del cono
22+ 3?2 — 22 =0y el plano z + 2z = 4.

Solucién. Aplicamos el criterio de los multiplicadores de Lagrange a la fun-
ci6n altura f (z,vy, z) = z, resolviendo el sistema dado por

Vf(,y,z)=AVg(z,y,2) + pVh(z,y,2)
y las restricciones

g(x,y,z):x2+y2—22:(),
h(z,y,z)=x+ 2z =4.

Las tres primeras ecuaciones son

0=2X\x + p,
0=2M\y,
1=-2Xz+2pu.

La segunda ecuacién implica que A = 0 o bien y = 0. Si A = 0, usando las
ecuaciones primera y tercera, tenemos que 4 = 0y 2p = 1, que es una con-
tradiccién. Asi, obtenemos que y = 0. Sustituyendo en la primera restriccién
x? = 22, por lo que z = = o bien z = —x. Entonces, para z = z, la segunda

restriccion implica 3z = 4, por lo que obtenemos el punto

4 4
P=(=,02).
(#03)

Si z = —xz, la segunda restricciéon implica —z = 4, obteniendo el punto @ =
(—4,0,4) . Los valores de la funcién altura en dichos puntos son

(P =5 <f(@=14,

luego P es el punto més bajo de la curva.



Ejercicio 4. Calcular la integral de linea
f (8z + 2) dx + 2222 dy — 4y° dz,
C

siendo C' la curva definida por las ecuaciones

z=9— 222 — 49,
z =1,

que tiene orientacién positiva si se observa desde un punto alto del eje OZ.

Solucién. Calculamos directamente la integral de linea. Observemos que los
semiejes de la elipse 222 +4y? = 8 son a = 2 y b = /2. La elipse contenida en
el plano z = 1, se parametriza mediante r () = (2 cos0,v/2sen, 1) , donde
0 € [0, 27| . Entonces la integral de linea es

27
jq{ F.dr :/ [(16 cosf + 1) (—2sen ) + 4 cos /2 cos 9} do
C 0

27
= / (—32 sen 6 cos @ — 2sen ) + 4v/2 cos? 9) db
0

2 i}
— [~165en 6+ 2cosd] "+ 4V3 | <1+C_20529) i
0

27

:4\/§[g+sen29} — 43

4 1o

Otro método es calcular la integral de linea usando el teorema de Stokes.
Observemos que la curva C' es la frontera de la superficie

S:{(x,y,z)€R3:2w2+4y2§8, zzl}.

Parametrizamos S mediante S (z,y) = (z,y,1), donde 2z + 4y? < 8. Dado
que el producto vectorial fundamental es S, xSy, = (0,0,1) = N, la orientacién
positiva de C' viene inducida por la parametrizacién de S. El teorema de Stokes

asegura que jq{ F.dr = // rot F'- N dS. Calculamos
C S

i j k
rot F =V X F = D, D, D, |= (—8y —4xz, 1, 222) .
8x+ 2z 2x2? —4y?

Por lo tanto, rot F' (S (x,y)) - N dS = 2dz dy, lo que implica

]{ F.dr:// rotF-NdSzQ// dx dy,
C S R

siendo R la regién interior a la elipse 222 + 432 = 8. Como los semiejes de la
elipse son a = 2 y b = /2, obtenemos ]{ F.dr = 2area (R) = 4V/2n.
C



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen Final. 26 de Junio de 2008
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Consideremos los rectdngulos de lados paralelos a los ejes que
pueden inscribirse en la elipse

—+==1, a,b>0.

Calcular las dimensiones y el drea del rectdngulo que tiene drea maxima.

Solucién. El vértice de un rectdngulo de este tipo, situado en el primer

cuadrante, es
22
r,0\/1-—= ], 0<z<a.
a

Usando la simetria de la elipse, el drea de un rectdngulo inscrito es
x2  4b
A(z) =4br\[1 - — = —zva? — 22,
a a

donde 0 < z < a. Los puntos criticos del drea se obtienen resolviendo la
ecuacion A’ (z) = 0, es decir,

a
4b [ a?® — 222
:E< a2—3:2>

=0

Las soluciones de esta ecuacién son

2
a2—2x2:()<:>x2:a—<:>x:ii.
2 V2
Dado que x € (0,a) el unico punto critico es z* = a/\/§. Siz e (0, a/\/§)
entonces 2 < a? /2, luego a® — 222 > 0, y la funcién 4rea es creciente en el
intervalo (0, a/\/i). Size (a/ﬂ ,a) tenemos que z2 > a? /2, por lo que
a®? — 222 < 0, y la funcién drea es decreciente en el intervalo (a / V2 ,a). En
consecuencia, el drea méaxima se alcanza en z* = a / V2. Las dimensiones y
el drea del rectdngulo de drea mdxima son:

2a a? 2b
2% = = =2, 2 =2/l - — =" =+02b,  A* =2ab.
V2 Y 20> 2



Ejercicio 2. Sea R la regién plana limitada por el lazo de la curva definida
por y? = x (4 — x)2. Calcular los volimenes de los sélidos que se obtienen
cuando la regién R gira alrededor del eje x, del eje y, y de la recta = = 4.

Solucién.
El volumen del sélido obtenido al girar la regiéon R en torno al eje =z,
usando el método de los discos, se calcula mediante la integral

4 4 4
Vx—w/ dex—W/ a:(4—x)2dx—7r/ (16 — 82* + 2°) d=
0 0 0

8 1 4 64
_ 2_ S 3,1 4| _
W[SIE Sx +4x ]o —3

El volumen del sélido obtenido al girar R en torno del eje y, utilizando el
método de las capas, es

4
Vy = 27r/0 r(z) h(x) dx,

donde el radio r (z) = z, y la altura h (z) = 2y (z) = 2y/x (4 — z). Entonces
4 4
Vy=47r/ oz (4 — ) doe = 477/ <4w3/2 —x5/2> dx
0 0

8 2 4 2048
A |S45/2 212 '
us |:5ZL‘ 7$ . 35 T

El volumen del sélido obtenido al girar R en torno a la recta x = 4,
utilizando el método de las capas, es

4
V= 277/0 r(z) h(z) dx,

donde el radio 7 (z) = 4 — z, y la altura h(z) = 2y(z) = 2z (4 —z).
Entonces

4 4
0 0

32 16 2 18192
A 2232 D 82 22| 8198
7['|:31‘ 57 +7:B . 05"



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
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SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3.

(a) Dada la funcién f(z,y) = 22 + 4y? — 3z — 4y, calcular sus extremos
absolutos sobre la regién cerrada y acotada

D={(x,y) eR*:2 >0, 2% +4y* <4}.

(b) Sea C'la curva frontera de la regién D, con orientacién positiva. Calcular
la integral de linea

]{ zyde + 22 dy.
C

Solucién.
(a) Calculamos los puntos criticos en el interior de la regién D, resolviendo
el sistema f, = 22 —3 = 0, f, = 8y —4 = 0. El tnico punto critico es
P =(3/2,1/2). Dado que 3/2 >0y 9/4 +1 < 4, el punto pertenece al
interior de D. A continuacién, calculamos los puntos criticos sobre la frontera
F = Fy U F,, donde F; se define mediante x2 + 4y2 —4=0, x>0,y F5 se
define por las condiciones z? +4y> —4 <0, = =0.

En la frontera Fp, usamos el método de los multiplicadores de Lagrange,
resolviendo el sistema

2r — 3 = 2z, 2(1 = ANz =3,
8y — 4 = 8\, =21 -Ny=1,
2?44y —4=0. 2?44y —4=0.

Las ecuaciones anteriores implican que « # 0, y # 0 y A # 1. Dividiendo
la primera ecuacién entre la segunda eliminamos A, obteniendo que xz = 3y.
Sustituyendo en la ltima ecuacién obtenemos los puntos

P < 6 2 ) P ( 6 2 )
2 = ; 3=\~ (A :
V13 /13 Y V13 /13

Dado que debe verificarse la condicién x > 0, el tnico punto sobre la frontera
F1 es P». Finalmente, obtendremos los puntos criticos sobre la frontera F.
En este caso, la funcién g(y) = f(0,y) = 4y® — 4y, definida en el intervalo
[—1,1], nos permite encontrar los puntos criticos sobre Fy. Resolviendo la
ecuacion ¢'(y) = 8y —4 = 0, obtenemos y = 1 /2, y el punto de la frontera
Py = (0,1/2). Ademds, tenemos que considerar los extremos —1 y 1 del



intervalo, es decir los puntos P5 = (0,1) y Ps = (0, —1). Evaluamos la funcién
en los puntos criticos obtenidos:

F(P) == f(P)=4-—

En consecuencia, el valor minimo es f (P;) y el valor maximo es f (F).

f(Py)=-1, f(Ps)=0, f(Ps)=38.

(b) Calcularemos la integral de linea directamente y usando el teorema de
Green. Observemos que la frontera de la regiéon D, orientada positivamente,
es la curva C' = C7 U (Cy. Entonces

fwyda:—i—:czdy:j{ :L‘ydx+x2dy+f xy dx + 2? dy,
e} Ch

Co
donde
|z =2cost T T _[x=0
Cl:{y:sent ,tG[—Q,Q} y Cg:{y:_t, tE[—l,l].

Calculamos la primera integral

j{ :Eydzz:+x2dy:/2 [2costsent(—2sent)+40052tcost] dt
C1

(MIE]

(VB

= / (—4 sen®tcost + 4 cos® t) dt

|
[NIE]

(MJE]

:/ (—8 sen®tcost + 4 cos t) dt

NIE]

= [—gsengt—i-élsent :g.

I
2

Ahora, calculamos la segunda integral fcz rydr + 2?2 dy = fil 0dt = 0.
Por lo tanto

%xydm+x2dy—§
C 3

Para usar el teorema de Green, comprobamos que la regiéon D es simplemente
conexa y el campo vectorial tiene derivadas parciales continuas en un abierto
que contiene a la regién D. En este caso sabemos que

fM:Uyd:U—FN:L‘ydy—//(a—N—a—M) dx dy.

En consecuencia,

2 rivA—a?
fxyda:—i—xQdy://xdxdy:/ / xdydx
c 0 J-1ivi—a?

/xm——x?dx— [_1( _:[,2)3/2]2:?

3 o 3



Ejercicio 4. Hallar el flujo del campo vectorial F' (z,y, z) = (4w, —2¢2, 22) a
través de la superficie exterior del sélido

2yt <z, 0<2<3,

directamente y usando el teorema de Gauss.

Solucién. La frontera del sélido es la superficie S U Ty U Ts, donde S es el
cilindro (:B - %)2 + y2 = (%)2, 0 < z <3, siendo T y 15 las tapas contenidas
en los planos z = 0 y z = 3 respectivamente. Usando coordenadas cilindricas
desplazadas © = % + rcosf, y = rsenf, z = z, los puntos de S verifican
r=1/2, donde 0 < § < 27. Entonces parametrizamos S mediante

1 1 1
S(0,z) = <§+§COSQ,§SGHO,Z>, 0<f<2m 0<2<3.

El producto vectorial fundamental es

i j k
Sp x S, = —%sen@ %COS@ 0 :<

1 1
—cosf,=senf, 0) ,
0 0 1

2 2

y tiene la orientacién exterior al sélido porque en el punto S (0,0) = (1,0,0),
el producto vectorial Sy x S, (0,0) = (%, 0, O) . Calculamos el producto escalar

F(S(0,z)-SpxS,= <2+2c059,—%sen29,z2> . (% cos@,%sen@,O)
:COSQ-FCOS?Q—iSGHBG

1 1
=cosf + cos® 0 — Zsen9+zsen900829.

El flujo exterior del campo F' a través de S es

3 2

//F.NdS:/ / <COSH+COSQQ—isenﬁ—i—%sen@cos?@) do dz
o Jo

S

2

3 6 sen20 1 1
:/0 [56119—i—§+561jl +ZC089—560839:|0 dz

3
:/ wdz = 37.
0

Parametrizamos las tapas usando coordenadas cartesianas, por lo que

1\? 1\?
Tl (ﬁ,y):($,y,0), TQ(JZ,y):(J?,y,S), donde (%-5) +y2§ <§> .

El producto vectorial fundamental para las dos tapas es el vector (0,0, 1),
luego T} tiene orientacion interior y Th exterior. Dado que

F(Ty (z,y)) - (0,0,—1) = (4z,—2y?,0) - (0,0,—1) = 0

5



el flujo de F a través de T es cero. Finalmente, calculamos
F (T (z,y)) - (0,0,1) = (42, —2y*,9) - (0,0,1) = 9,

por lo que el flujo de F' a través de 15 es

1\> 9z
//F-NdS: // 9dxdy=9n | = | = —.

2 4
T

(v-3)"+v2<(3)’
Entonces, el flujo de F' a través de la superficie exterior del sélido es

9r 21w
F-NdS = _— =
/ S =3+ 1 1
SUTH UTs

Como las componentes del campo tienen derivadas parciales continuas en
el sélido @, el teorema de la divergencia de Gauss asegura que

// F-NdS—///dideacdydz—///(4—4y+2z) dz dy dz.
Q Q

SUT UT,
Para calcular la integral triple usaremos el cambio x = % +7cosf, y =rsend,

z = z. Entonces Q = {(r,0,2): 0<r <1/2, 0<6<2m, 0<2z<3}. Dado
que el jacobiano del cambio es r, tenemos que

1/2 r2n 3

///(4—4y+2z) dxdydz:/ / / (4 —4rsenf + 2z)rdzdf dr
0 o Jo

Q

1/2 ror 5
= / / [47":4: —4r?zsenf + 7"22] 0 do dr
0 0

1/2 p2nm
—/ / (21r — 1272 sen 9) do dr
0 0

1/2 o
:/ [21r9 + 1212 cos 9]0 dr
0

1/2
= / 427y dr
0

= [21777“2](1)/2
_ 2
=T



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 21 de Enero de 2008

Ejercicio 1. Sea P = (a, a2) con @ > 0 un punto cualquiera de la gréfica de
la parabola y = 22 situado en el semiplano z > 0.
(i) Demostrar que la interseccién de la pardbola con su recta normal en P

es el punto
1 1)?
Q= (—a— 2a’ <a+ _2a> > .

(ii) Encontrar el valor de a que minimiza la distancia entre P y @, razo-
nando la respuesta.

Solucién: (i) La ecuacién de la recta normal a la pardbola en P = (a,a2),

donde a > 0, es y—a? = —2—1a (x — a). Dado que el punto @ = (z,y) pertenece

a la pardbola y = 22 y a la recta normal, su coordenada x verifica la ecuacién
1
x“—a :—%(w—a)@w—i-a:—%,
porque x — a # 0. Entonces, las coordenadas de ) son

1 N 1\?2
r=—0a—— =la+—) .
2a’ y 2a

(ii) El cuadrado de la distancia entre Py @ es
2
12 12 40> +1\? 1)?
F(a)=(-2a— — — | —d?| = 1+ —
(a) ( a 2@) + (a—i— 2@) a ( 7 > + ( + 4a2>

(4?41 2+ 402 +1\*  [4a® +1)° L (4 +1)°
N 2a 4a? B 2a 4a2 ) 16a*

donde a > 0. Calculamos los puntos criticos en (0, c0) mediante

3 (4% +1)” 8a 16a* — 64a® (4a® + 1)’

/ —
Fla)= 25643
 64a® (40 +1)% (6% —4a® — 1) (40> +1)*(2a®> —1) .
B 256a° B 4aP o

Como (4a2 + 1)2 > 0, el dnico punto critico en (0,00) es la solucién de
la ecuacién 2a® — 1 = 0 tal que a > 0, es decir a* = 1 /\/§ Para probar
que F' alcanza su valor minimo en a* = 1 / V2, usaremos el criterio de la
primera derivada. Si 0 < a < 1 / V2 entonces 2a* —1 < 0y a® > 0 porque
a > 0. Por tanto I’ (a) < 0y F es decreciente en el intervalo (0,1 /v/2). Si
a>1/v/2 entonces 2a> —1 > 0y a® > 0. Por ello F' (a) > 0y F es creciente
en el intervalo (1 / V2 ,oo) . En consecuencia, el minimo absoluto de F' en el
intervalo (0, c0) se alcanza en a* =1 /v/2.



Ejercicio 2. Sea D la regién acotada por la pardbola y = x — 22 y el eje .
(i) Encontrar la pendiente de la recta y = mx que divide la regién D en
dos regiones de igual drea.
(ii) Calcular el volumen del sélido generado por la regién acotada por la
pardbola y la recta obtenida en (i), al girar alrededor del eje y.

Solucién: (i) La pardbola corta al eje x en los puntos (0,0) y (1,0), siendo
la regién acotada

D:{(x,y)€R2:0§:£§1, 0§y§x—:1:2}.

En primer lugar, calculamos el drea de esta region

1 2 371
1 1 1
D) = ) dr= |2 222
a()/o(mx)x[Q 3}0236’

por lo que el drea de cada una de las dos regiones determinadas por la recta
es 1/12. Para obtener el drea de la regién acotada por la pardbola y la
recta y = max, determinamos los puntos interseccién de ambas resolviendo la
ecuaciéon

t—’=mr<=2’+(m-Dz=0<=z(x+m—-1)=0.
Sus soluciones son £ =0y x = 1 — m, por lo que los puntos interseccién son
(0,0) y (1 —m,m —m?). Entonces,

——/Olm(ac—a:2—ma:)da:— [(1 —m)%2 _ ‘%T o

1-m® (1-m?® (1-m)’

2 3 6

lo que implica que (1 — m)3 =1/2,siendom=1-— /1/2.

(i) Para calcular el volumen del sélido generado por la regién acotada por
la pardbola y la recta y = mx, usaremos el método de las capas. Dado que el
eje de giro es y, la variable para este método es z. El radio de cada cilindro
es r = y la altura es h = z — 22 — mz. El volumen de esta region es

0

V(m)—27r/0 mx(m—a:2—ma:)da:—27r/0 7m((1—m)x2—a:3) dx

=27 =T
0 12 6

:zﬂ[_ﬂ—gﬂ)w?’ xﬂ’” G-—m)?'_ a-m?

Dado que la pendiente de la recta obtenida en (i) es m = 1 — {/1/2,
tenemos que (1 —m)* =1/2 #/1/2 y el volumen pedido es

S AYE

12

.



Ejercicio 3. (i) Usar la serie de potencias

para calcular la serie de Maclaurin de la funcién

flx) =

(1—2)*

asi como su dominio de convergencia.
(ii) Dada la serie numérica

[e'e) 9 n
;”<1—o> ’

estudiar su carédcter y calcular su suma.

Solucién: (i) La suma de la serie de potencias

= 1
Zw”: , e (=1,1).
= 1—=z

Derivando ambos términos, obtenemos

- 1
an"il = m, S (—]., ].) .
n=1

Entonces, la serie de Maclaurin de la funcién

f(m):m:;nl‘”, x € (—1,1).

Observemos que el radio de convergencia de la serie de potencias > o, na"
es

R= lim |— ‘ ~ 1
n—oo [n 4+ 1
En los extremos z = 1y = —1, las series numéricas y o ny > -2, (—1)"n

son divergentes porque sus términos no convergen a cero, luego el dominio de
convergencia de la serie de Maclaurin es (—1,1).
(ii) La serie numeérica

g:ln (1_90>” -/ <1%> T —931/20)2 - (19//11(?)2 =90,

porque 9 /10 € (—1,1).




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Fxamen Parcial. 5 de Junio de 2008

Ejercicio 1.
Consideremos la regién plana R = {(a:, y) ER?: 2?2 492 <22, 22 +9% > 2} .
1. Calcular el drea de R.

2. Sea C' la curva frontera de R orientada positivamente. Calcular la inte-
gral de linea

j{C (Qxy — y2) dx + (3:2 + y) dy.

3. Calcular la longitud de C.

Solucién: 1. La regién estd en el interior de la circunferencia r = 2cos#8,
donde 6 € [~ /2,7 /2], y en el exterior de la circunferencia r = /2, donde
0 € [—m,7]. Dado que cos@ = v/2 /2, las coordenadas polares de los puntos
interseccién de las dos circunferencias son 7 = v/2 y § = £ /4. Usando la
simetria de la regién y el cambio a coordenadas polares, obtenemos el drea

2 cos 6
//dxdy—Q/ / rdrde_/4[ 22520 ap

:/ (4cos 6 —2) d0:/ (2+2cos26 —2) df = [sen29]0% =
0 0

2. El teorema de Green asegura que

jéc(%y—yQ) dz+ (2% +y) dy = //R 22 — (22 — 2y)] dz dy = //RZydxdy.

Calculamos la integral doble cambiando a coordenadas polares,

ffpmsen- |
ST

{ 2 cos? 9+2\/§COSQ:|% =0,

_
4

2cos 0
/ 2rsen 6 rdrdf
V2

»bl:\
3

B

r sen 9 2COS6 df = g/ [(800530—2\/§> sen@} do

_T
4

»b-l:\

C»DI[\') C»DI[\D

porque cos7 /4 = cos (—m /4).

3. La curva C es la unién de dos arcos C7 y Cs. Sea (1 el arco comprendido
entre —7 /4 y 7 /4 de la circunferencia de radio v/2 con centro en el origen.
Su longitud es /27 / 2. Como la circunferencia 22 + y? = 2z tiene radio 1
y el arco Cy estd comprendido entre —7 /2 y 7 /2, con respecto a su centro
(1,0), su longitud es m. Entonces, la longitud de C es la suma \/§7r/ 2+



Ejercicio 2.

Una caja rectangular se coloca en el primer octante con un vértice en el origen
y las tres caras adyacentes en los planos coordenados como muestra la figura.
Ademsds, el vértice P = (z,y,z) con coordenadas x > 0, y > 0, z > 0,
pertenece al paraboloide de ecuacién 222 + 4% + z = 1. Hallar el punto P que
maximiza el volumen de la caja.

Solucién: Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange al volu-
men V (z,y, z) = zyz, resolviendo el sistema dado por la ecuacién

VV (x,y,2) = AVg(z,y, 2)
y las restricciones
g(z,y,2) =222+ +2=1, z,9,2>0.

Las tres primeras ecuaciones son

yz =4z,
rz=2\y,
Ty =N\

La tercera ecuacién implica yz = 422y, zz = 2zy?, por lo que z = 422 = 2y
usando que y,z > 0. Entonces
z  z 1
g(z,y,2) = 2+§+z:1:>z:§.
Dado que 422 = 1/2, 2y> = 1 /2, donde x,y > 0, el punto P que maximiza

el volumen de la caja es
1 11
P = <_a ) _> )
2¢/2° 272

y el volumen méximo es 1 / 8v2.



Ejercicio 3.

Sea S la porcién del paraboloide z + 1 = 22 + 2, situada debajo del plano
z=1,yseaF(z,y,2) = (0, —2yz,2?). Hallar [[ rot F-NdS, donde N es la
normal exterior al paraboloide, haciéndolo directamente, mediante el teorema
de Stokes, y mediante el teorema de Gauss.

Solucién. Usando coordenadas cilindricas, la ecuacién del paraboloide es
z+1=2x?+9y? = 1%, luego una parametrizacién de la superficie es

S(r,0) = (7"0089,7"86119,7"2 - 1),

donde —1 <72 —-1< 1, por lo que 0 < r < \/§, 0 < 0 < 2. El producto
vectorial fundamental es
i j k
S X Sg=| cosb senf 2r| = (—27“2 cos 6, —2r2 sen 9,7“) .
—rsenf rcosf 0

En el punto S (1,0) = (1,0,0), el vector S, x Sp (1,0) = (—2,0,1) apunta
hacia el interior del paraboloide. Entonces, la normal exterior N tiene la
direccién opuesta al vector S, x Sy. Calculamos

i j k
rotF=VxF=|D, D, D, =2y, —2z1).
0 z—2yz 2?2

En primer lugar, hallamos la integral de flujo directamente

27 \/§
//rotF-NdS——/ / F (S (r,0))- S, x Spdrdd
S o Jo

27 \/§
—/ / (2rsen6, —2rcos6,1) - (2r2 cos 0, 2r% sen 6, —7’) dr df
o Jo

27 \/§ 27 T'2 \/5
:—/ / rdrdé?:—/ [—} df = —2m.
0 0 0 2y

El teorema de Stokes afirma que [/ gTotF - NdS = 550 F - dr, donde C es
la curva frontera de S orientada positivamente por la normal exterior al
paraboloide N. Observemos que C' es la interseccién de S con el plano z = 1.
Entonces, 72 — 1 = 1 implica r = v/2, y una parametrizacién de C es

r(0) = S(\/Q,Q) = (\/56080,\/5561&9, 1), 0<6<2nm.

Sin embargo, esta parametrizacion de C tiene el sentido contrario a las agujas



del reloj, que es la orientacién opuesta a la inducida por N. En consecuencia,
2
jé F-dr——/ F(x(0)) ' (0) df
C 0
2
=— / (O, V2 cos0 — 2v/2sen 6, 2 cos? (9) . (—\/§sen 0,V2 cos b, 0) do
0
2
= —/ (200529 — 4sen00059) db
0

2
:—/ (14 cos260 — 2sen26) do
0

2w

=— [0 + sen 20 + cos 20]

0
= —2m.

Si consideramos el sélido @ cuyas fronteras son S y la superficie T, definida
por 22 + y? < 2, z = 1, el teorema de la divergencia de Gauss implica que

//rotF-NdS—///div(rotF) dxdydz = 0.
Q

sur

Entonces el flujo exterior verifica

//rotF-NdS:—//rotF-NdS.
S T

Si definimos la parametrizacion T (z,y) = (z,y,1) donde 22 + ¢ < 2, el
producto vectorial fundamental

Sy X Sy = = (0,0,1) = N.

O = e
— O~
o o ®

En consecuencia,

//rotF-NdS:— // (2y, —2z,1) - (0,0,1) dx dy
S

z24y2<2

=— // dx dy = —2m.

T2 4y2<2



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen Final. 3 de Julio de 2001
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Se considera la funcién definida por la determinacién
principal del arco tangente, es decir f (x) = arctan (x), tal que —7/2 <

f(z) < /2.

1. Obtener el polinomio de Taylor de grado 2 de f en xy = 1, Py (x),
y el correspondiente resto Rs ().

2. Aproximar el valor de arctan (1.1) mediante P, (1.1), obteniendo
una cota del error cometido.

3. Obtener la serie de MacLaurin (serie de Taylor en zy = 0) de f
y encontrar su radio de convergencia. Explicar si puede utilizarse
dicha serie para calcular un valor aproximado de arctan (1.1) .

4. Obtener una aproximacién de arctan (1.1) resolviendo la ecuacién
tan (t) = 1.1 por el método de Newton, realizando las iteraciones
necesarias para que se repitan las tres primeras cifras decimales.

Solucion.

1. El teorema de Taylor asegura que si f es diferenciable con continuidad
n veces en [a,b] y existe f("*V en (a,b), dados z,79 € (a,b), existe c
entre zo y x tal que:

1
(n+1)!

fn+D) (¢) (z — xo)nH )

Fl) = 32 2™ (o) (o w0) +

Las derivadas sucesivas de f(x) = arctan (x) son

/ - 1 " _ —2x
f(x)_1+$27 f<$)_<1+$2)27
" —2(1+a2)’+22(1+22) 4  —2(14+22) 482 622 —2
f (:L') = o4 = 3 = 3-
(1+ 22?) (14 2?) (14 22?)

Los valores de las derivadas sucesivas de f en zg = 1 son f (1) = w/4,
f(1) =1/2, f"(1) = —1/2. Aplicando el teorema de Taylor para n =
2, g = 1, tenemos que

F -1 (@ - 1%, Ry(x)=

m (6c¢* — 2)
4 2 4

1
P, (33) = 6 (1 i 62)3

(‘T_ 1>37



donde c estd entre 1 y .

2. El valor aproximado de arctan (1.1) es P, (1.1) ~ 0.8329. El error que
se comete al aproximar con P, (1.1) es el valor absoluto del resto Ry (1.1).
Sabemos que 1 < ¢ < 1.1, luego acotamos dicho error mediante

1(6(1.1)*-2 5.26
|RALU|§6(—L3§——>mlf:~zix1wﬁ<2x1wﬂ

3. La serie de MacLaurin de f'(z) es

1
:1—1}2+x4_...+(_1)kx2k+...7

donde |z| < 1. Integrando término a término, obtenemos

3 5 & ,ZL‘2k+1
+= = (1)

+

t -7 —
arctan (z) = x T

El radio de convergencia es R = 1 y la serie estd definida en [—1,1]
porque en los puntos terminales del intervalo obtenemos series alternadas
convergentes.

4. Aplicamos el método de Newton a la ecuacién tan (t) = 1.1, equiva-
lente a g(t) = 0, para g(t) = tan (t) — 1.1. A partir del punto t, = 7/4,
la iteracién

g (tn) tan (¢,) — 1.1

Ty =th

g (tn) sec? (n)

donde n > 1, nos proporciona las siguientes soluciones aproximadas:

tn+1 =1, —

t; = 0.8353981635,
to = 0.8329877015,
t3 = 0.8329812667,
t4 = 0.8329812667.

Entonces, la aproximacién de arctan (1.1), obtenida con el método
de Newton, es 0.8329812667.



Ejercicio 2. Un s6lido se genera haciendo girar la regiéon acotada por
y=0ey =19 — 22 alrededor del eje y. Se perfora un orificio cilindrico
circular de radio r, centrado en el eje de revolucion.

1. Obtener el volumen del sélido resultante.

2. Obtener el 4rea lateral total A de dicho sélido (se consideran las su-
perficies laterales interior y exterior, pero no la base). Determinar
los valores de r en los que A alcanza sus valores extremos.

Solucion.

1. Usando el método de las capas, el volumen pedido es
3

3
1 2
vol = 27?/ V9 —x2dr =27 l—g (9 — x2)3/2] - (9 — 7"2)3/2 :
Usando el método de los discos para las funciones ¢, (y) =7y g2 (y) =
/9 — 42, y teniendo en cuenta que la altura del orificio de radio r es
V9 — 72, el volumen pedido es

Vo—r? 37V9—r?
g R A e P
0

3
2T

e G M TR R B (R

0

2. El drea lateral interior A; de la superficie generada por g; (y) = r es
V9—r2
A1:27r/ rdy = 2wrv9 — r2.
0
El drea lateral exterior Ay de la superficie generada por gz (y) =

V9 —1y? es
Wowrs -
Ay = 27T/ 921/ 1+ (95)" dy.
0

Calculamos

2
- 9
1+(gé)2:1+<7y) =14+ 57— =

N — 9

por lo que g24/1 + (95)2 = 3, y el drea lateral exterior es

Nomrs
A2:27r/ 3dy = 67vV9 — 2.
0

3



Entonces, el drea lateral total es
Ary=A1+ A =21mv9—12(r+3), 0<r<3.

La condicién necesaria para los extremos locales es
-7
Ar)=2n|—r+3)+ 9—7"2)
=2 (43 +

—2r? —3r+9
V9 —r2?

Resolvemos la ecuacién 2r? 4 3r — 9 = 0, obteniendo

34+01 72 —3+9 {3/2,
" 4 ~ 71 -3

Por tanto, el tnico extremo local en el interior del intervalo [0,3] es
r = 3/2y el valor del drea lateral total en dicho extremo es

3 9 (3 [27 (9  27V3
En los puntos terminales del intervalo, el drea lateral total es A (0) =
187y A(3) = 0. Dado que

273
2

187 <

T =4 <33 <= 16 < 27,

concluimos que en r = 0 el drea lateral total tiene un minimo absoluto
y en r = 3/2 tiene un méximo absoluto.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacion
Examen Final. 3 de Julio de 2001
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Calcular el flujo de salida del campo vectorial
F(QL‘,y,Z) = ((1’ - 1)37(y+ 1)37(2 - 1)3) )

a través de la superficie cerrada

S={(z,y,2) eR*: 2 = 2w+ y* + 2y +2* — 22 =0}

Solucién. Completando cuadrados en la ecuaciéon de S, obtenemos:
0=a?—204+1°+2y+22—22=(x —1)° =14+ (y+1)° =1+ (2 —1)°—1.

Por tanto, la ecuacién de la superficie es (# — 1)°+(y + 1)°+(z — 1)* = 3.
El teorema de la divergencia de Gauss afirma que el flujo de salida
de F a través de S coincide con la integral triple de la divergencia de

F', es decir
//F'ndS:///div(F) dx dy dz,
S v

donde V es la esfera con centro en el punto (1, —1,1) y radio v/3. Para
calcular la integral triple, usaremos coordenadas esféricas (r, 6, ®) con
centro en (1,—1,1). Las ecuaciones del cambio de coordenadas son

xr=14+rsenfcos®, y=—1+rsenflsen®, z=1+rcosb,

donde 0 <r, 0 <0 <m, 0<® <27, y el determinante jacobiano es

d(x,y,z)
d(r,0,®)

Dado que div (F) =3 (z — 1)> +3 (y + 1)> +3 (2 — 1)> = 312, el flujo de
salida de F' a través de S es

27 s \/g
///div(F) dxdydz:/ // 3r2r? sen 0 dr df d®
J o Jo Jo
T V3
:3(27)(/ sen@d@) (/ r4dr>
0 0

r51v3
= 67 [— cos b [31
0

(V3)"  108v3
5 5

= r2send.

=127




Ejercicio 4. Calcular directamente y usando el teorema de Green la
integral de linea

?{2 (z* + ) do + (z +v) dy,
c

donde C'es el contorno del tridngulo con vértices en los puntos (1,1), (2,2)
y (1,3) recorrido en sentido positivo.

Solucién. En primer lugar, calculamos directamente la integral de linea

]{Pdm—l—Qdy:/ de+Qdy+/ de+Qdy+/ Pdz + Qdy,
C 1 Co

C3

donde C; es el segmento que une los puntos (1,1) y (2,2), Cs es el
segmento que une los puntos (2,2) y (1,3), y C3 es el segmento que une
los puntos (1,3) y (1,1). La recta que contiene a C; es y = z, la que
contiene a Co es y —2 = — (x — 2), es decir y = 4 — x, siendo z = 1
la recta que contiene a C3. Parametrizamos C; con (z,y) = (¢,t), 1<
t < 2, el segmento Cy con (z,y) = (4—1t,t), 2 <t <3,y C;con
(x,y) = (1,3—1t), 0 <t < 2. A continuacién, calculamos las tres
integrales de linea

/ Pdm+Qdy:/2 [2(t2+t2)+(2t)2}dt=/28t2dt:8Er 536.
/Pdm+Qdy:/3 [2((4—t)% + %) (=1) +4%] dt
Cs 2

:/ [(—2) (16 — 8t 4 2t%) + 16] dt

3 3
:/ (—4¢* + 16t — 16) dt = (—4)/ (* — 4t +4) dt
2 2

=<—4>/2<t—2>2dt=<—4>[ e

/C de+Qdy:/02(4—t)2(—1)dt

I
—
YamS
IS
|
~
N—
w
| I |
N
w1 oo
|
(@)
T~
t
(@)

Por tanto, tenemos que

4
]{Pd:v—l—Qdy: ——.
C 3



El teorema de Green asegura que

ﬁpd:ﬁQdy:é/(Qw—Py)dmdy'

Dado que Q, — P, =2 (xz +y) — 4y = 2z — 2y, tenemos que calcular

I= // (2x — 2y) dx dy,

donde D = {(z,y) e R?: 1 <2 <2, z<y<4-—x}. Entonces,

2 pd—z 2
I :/ / (2x — 2y) dy dx = / [2zy — yﬂi_x dx
1 T 1
2

:/1 20 (4 —7) — (4—2)* — 22 + 2?] do

2 2
= / (—42® 4 16z — 16) dz = (—4)/ (2* — 4z +4) da
1 1

(1) [ e-2 da;:(—4)[ .

o]



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxzamen de 8 de Septiembre de 2008
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Calcular el volumen del sélido obtenido al girar, alrededor del
eje z, la region acotada por dicho eje y la funcién f : [0, e] — R, definida por

zlnz O0<z<e,
f(m)_{o z =0

Solucién. El volumen, usando el método de los discos, es

V= 7r/ (zlnz)? dz.
0

El cambio de variable ¢t = Inz implica z = e’ y dx = €’ dt, por lo que la
integral se transforma en

1 1
V= 7r/ (e't)? et dt = 7r/ 1263 dt.

Usando integracién por partes, con u = t2 y dv = ¢3! dt, una primitiva es

t2 3t 2
/t2e3t dt = ; — g/te3t dt.

Aplicando de nuevo integracién por partes, con u = t y dv = e dt,

obtenemos
t2e3t 2 [tedt 1
/ c 3 3 < 3 3/°

_ t2e3t 2t et n 2e3t
3 9 27 "

A continuacién, calculamos

: .t , 2t
lim ¢%e¥ = lim — = lim — 5 = Hm ——
t——o0 t——oo e~ 3t t——oco —3e 3t t——o0 9e—3t

=0.

Ademss,
lim te* =0y lim ¥ =0.

t——00 t——00
En consecuencia, el volumen del sélido es

v — e3 2€3+2€3 _563
T3 T Tor ) T o™



Ejercicio 2. Dada la serie de potencias
nz_l 5(n+1)

determinar su radio de convergencia, estudiar la convergencia en los extremos
y aproximar su suma en x = —1 con un error menor que 1 /500.

Solucién. Para determinar su radio de convergencia, usamos el criterio de la
raiz

R= lim ——— — Iy 22D

n—oo n n—oo n
n n
(5(n+1) )

Entonces la serie de potencias es absolutamente convergente en el inter-
valo (—5,5). Para estudiar la convergencia en los extremos del intervalo,
analizamos la serie numérica

g(ﬁ)n 5,1:?(”11)"'

=1 =1

=5.

Dado que
n
n 1 1
lim = lim ——— = - #0,
Nn—00 <n—|—1> N—00 (1+%)n e 7&
tenemos que la serie es divergente. Si x = —5, la serie numérica

> (mmsm) -2 ()

=1

también es divergente porque la sucesién de sus términos no converge a cero.

En x = —1, la serie numérica
o0 n n [o¢]
0 (5ra) =2
n=1 n=1

es alternada porque la sucesién cuyo término general es

n
n 1 1
Qa e _— [ —
" 5(n+1) 57 (1+1)"
es decreciente y converge a cero. Entonces, el error en la aproximacion de su

suma s con la suma parcial sy verifica |s — sy| < anyy1. Dado que ag > 1 /500
y asg = 6.5536 x 10~* < 1 /500, tenemos que la aproximacién pedida es

1 2 2 3 3
- _ —Ga = — - = —8.5597x1072.
§3 = —artaz—as 5(1+1)+<5(2+1)> <5(3+1)> X




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxzamen de 8 de Septiembre de 2008
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Hallar los extremos absolutos de la funcién
f((]?,y,Z) :$2+y—2§2,
sobre el conjunto D = {(z,y,2) e R®:y+2=0, 2?+y? <1}

Solucién. Los puntos del conjunto D satisfacen z = —y, luego podemos
resolver el problema de optimizacién equivalente definido mediante la funcién
g(x,y) = 22 +y — y? sobre el conjunto E = {(x,y) ER?: 22492 < 1}.
En primer lugar, determinamos los puntos del interior del conjunto E que
verifican
Vg (z,y) = (22,1 -2y) = (0,0),

obteniendo el punto P, = (0,1/2) € Int E. A continuacién, aplicamos el
criterio de los multiplicadores de Lagrange, resolviendo el sistema dado por

Vg (z,y) = AVh(z,y)
y la restriccién h (z,y) = 22 + y? = 1. Las dos primeras ecuaciones son
20 =2\,
1—2y=2M\y,
La primera ecuacién implica que (1 —A)x = 0 por lo que A = 1 o bien

x = 0. Si A = 1, usando la segunda ecuacién, tenemos que 4y = 1, luego
2 =1-1/16 = 15/16. Entonces, obtenemos los puntos

ne(2) 5 e ()

Si x = 0 entonces y2 =1, lo que proporciona dos nuevos puntos
Py =(0,1) y P5=(0,-1).

Los valores de la funcién g en dichos puntos son
1 9
g(P) = T 9(P) =g(Ps) = 3’ g(Py) =0, g(P5)=-2,
luego el méximo de g se alcanza en P y P53, mientras que el minimo de ¢
se alcanza en P5. En consecuencia, el minimo absoluto de f se alcanza en el
punto (0,—1,1) € D y es —2, mientras que el maximo absoluto de f es 9/8,
obteniéndose en los puntos

V15 1 1 V15 11
{(T’Z’_Z) ’ (‘T’Z"Z)} b



Ejercicio 4. Sea S; la superficie de ecuacién z = z? 4+ 2y% y sea Sy la
superficie de ecuacién z = 4 — 2.

(a) Calcular el volumen del sélido @ acotado por las dos superficies.

(b) Calcular el flujo de salida del campo vectorial F (z,y,z) = (z,y,2) a
través de la frontera de Q.

(c) Calcular la integral de linea ¢, F - dr, siendo C la curva interseccién de
las superficies Sy y Ss.

Solucién.
(a) Dado que el sélido esté acotado por Sj y Sz, para cualquier (z,y,z) € Q
se verifican las desigualdades x? 4 2y? < z < 4 — 22, que implican

a:2+2y2 §4—x2<:>a:2+y2 < 2.
Entonces, la descripcién del sélido como zy-proyectable es
Q={(z,y,2) eR3: 22 +9y2 <2, 224242 §z§4—x2}.

El volumen de Q) es

VOI(Q)—/// dedydz = // </xj+:; dz) dx dy
Q

r24+y2<2

2m \/5
= // (4—2x2—2y2)dxdy—/ / (4—27’2)7’d7’d9
0o Jo

r24+y2<2

V2

2 7“4 27
:/ {27”2——} d@:/ 2d0 = Ar,
0 2] 0

usando el cambio a coordenadas polares.
(b) El teorema de la divergencia de Gauss implica que el flujo de salida a
través de la frontera de @ verifica

//F-NdS—///didea:dydz—///Sda:dydz—127r,
Fr(Q) Q Q

usando el resultado obtenido en el apartado (a).
(c) Observemos que la curva C es la frontera de la superficie

S:{(m,y7z)€R3:x2+y2§2, z:4—x2}.

El teorema de Stokes asegura que

jf F.dr—//rotF-NdS—//(0,0,0)-NdS—O.
C
S S

Nota: El campo F (z,y,z) = (x,y, z) tiene primeras derivadas parciales
continuas y es conservativo en R3, con potencial f (z,y, z) = % ($2 +y2 + z2).
Entonces, la integral de linea fo F-dr=0.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen Final. 1 de Julio de 2009
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1.

(a) Dibujar un rectdngulo inscrito en el semicirculo y = v/25 — 22, con uno
de sus lados en el gje z.

(b) Calcular las dimensiones y el area del rectangulo del tipo descrito en (a)
que tiene drea méaxima.

Solucién. Los vértices de un rectdngulo de este tipo son
(+1,0), (j:x, m> . 0<z<5.
Entonces, el drea del rectdngulo es
A(z) = 22/25 — a2,

donde 0 < & < 5. Los puntos criticos del drea se obtienen resolviendo la
ecuacion A’ (z) = 0, es decir,

ww= (V- )

2<25—2x2>
V25 — 12
=0

Las soluciones de esta ecuacién son

2
25—2x220<:>x2:75<:>x:j:i.

V2

Dado que x € (0,5) el dnico punto critico es z* = 5/\/5 Size (O, 5 /\/5)
entonces 2 < 25 /2, luego 25 — 222 > 0, y la funcién drea es creciente en el
intervalo (0,5/\/5). Sixe (5 /\/5 ,5) tenemos que x? > 25 /2, por lo que
25 — 222 < 0, v la funcién drea es decreciente en el intervalo (5 / V2 ,5). En
consecuencia, el drea mdxima se alcanza en z* =5 / V2. Las dimensiones y
el drea del rectdngulo de drea mdxima son:

10
V2

2
=5V2, altura=y* = 25——5:i A* = 25.

5 =5

base = 2z* =



Ejercicio 2. Determinar la convergencia o divergencia de la integral

/°° dx
0 et — 1

Solucién.
En primer lugar, analizamos la convergencia de la integral impropia

I / L dx
! 0o ver—1 .
Para aplicar el criterio de comparacién por paso al limite, calculamos

et —1 . e

lim = lim — =1,
z—0 z—0 1
lo que implica
1
T __
lim Y=L g
x—0 1

Dado que la integral fol x® dx converge si y sélo si a > —1, tenemos que

1
1
—dz
/0 vz
es convergente. Entonces, la integral I es convergente.

Para estudiar la convergencia de la integral impropia

*®  dx
Ir = ——dz,
1 et —1
calculamos 1
2
T __
lim efl: lim ———— = 0.
T—00 r—00 et — 1
z2
Dado que la integral floo x® dx converge si y sélo si a < —1, usando a = —2,

obtenemos que la integral Iy es convergente. Como ambas integrales son
convergentes, concluimos que la integral es convergente.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen Final. 1 de Julio de 2009
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Dada la integral iterada

LA
0 J1 = +y

(a) Dibujar la regién de integracion.
(b) Transformar la integral a coordenadas polares.

(c¢) Calcular dicha integral.

Solucién.
(a) La regién de integracion es la porcién del semicirculo x2 + 42 < 2, 3 > 0,
situada a la derecha de la recta z = 1, es decir con = > 1.

(b) Transformando a coordenadas polares, tenemos que 7 < V2yrcosf >1,
por lo que

1
<r<v2.
cos 0

La interseccién de la recta = 1 con la semicircunferencia 2 + % = 2,
y >0, es el punto (1, 1), por lo que el dngulo 0 < 0 < 7 /4. Ademds

T rcos  cosb

x2 + 92 r2 r

Entonces la integral en coordenadas polares es

/4 2
/ / o0 ar do.
0 1/cos® T

(c) Calculamos la integral

/4 V2 w/4 1
/ / cos@drd&z/ <\/§——>0059d9
0 1/cos 6 0 cos 6
w/4

—/0 (ﬁcos&—l) do

= [ﬂsen&— 9}2/4
-1-I
1



Ejercicio 4. Sea S la porcién del elipsoide z2 + 32 + 322 = 1, situada encima
del plano z =0y sea F (z,y,2) = (a: + 13,2y — €%, -3z — 1). Calcular el flujo
de F' a través de S en la direccién exterior al elipsoide.

Solucién. Si consideramos el sélido @) cuyas fronteras son S y la superficie
T, definida por 22 + 32 < 1, z = 0, el teorema de la divergencia de Gauss

implica que
//F-NdS = ///didea:dydz.
Q

sur

Calculamos la divergencia del campo vectorial
divF =P, +Qy+R.=14+2-3=0

Entonces el flujo exterior de F' a través de S verifica

/S/F-NdS:—é/F-NdS.

Si definimos la parametrizacién T (z,y) = (x,,0) donde 22432 < 1, el vector
normal con orientacién exterior es N = (0,0, —1). En consecuencia,

//F-NdS—— // (z+y* 2y —1,—1) - (0,0,—1) da dy
S

x24+42<1

— [ dzay

x2492<1
= —Tr.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 26 de Enero de 2009

Ejercicio 1. Dos fébricas se localizan en las coordenadas (—a,0) y (a,0) con
suministro eléctrico ubicado en (0,b). Determinar el punto (0,y) de manera
tal que longitud total de la linea de transmisién eléctrica desde el suministro
eléctrico hasta las fabricas sea un minimo.

40.5)

(—a,0) (a,0)

Solucién. La longitud total de la linea de transmision eléctrica L(y) es

L(y) =b—y+2ya? + y?

Debemos calcular el minimo de esta funcién cuando y € [0,b]. Los puntos
criticos de esta funcién son la soluciones de L'(y) = 0 en el intervalo (0,b).
Resolvemos la ecuacién

2
L/(y):—l—i—iy:() = 2y =+/a2 +y2 = 3y* =d?,

siendo y = a / V3 la tnica solucién en el intervalo (0,b). Observemos que
L'(y) <0siy < a/\/§ y que L'(y) > 0siy > a/\/g, luego la funcion es
decreciente en el intervalo (0, a / V3 ) y creciente en el intervalo (a / V3 ,oo).
Ahora, distinguiremos dos casos:

1. Si el punto critico a / V/3 < b, entonces, por el razonamiento anterior,
el minimo se alcanza en el punto (0, a/\/g).

2.8 b<a / V3, la funcién L(y) no tiene puntos criticos en el intervalo
(0,b). Como la funcién es decreciente en el intervalo (0,a / \/g), en
particular lo serd en el el intervalo [0,b] y el minimo se alcanza en el
punto (0,b).



Ejercicio 2. La base de un sélido es un circulo de radio r y sus secciones
transversales verticales son tridngulos equildteros. Sabiendo que el volumen
del sélido es 10 metros cibicos, encontrar el radio del circulo.

Solucién. Un tridngulo equildtero de lado [ tiene altura

h:lsen(w/?))zﬁ.

Entonces, su area es

1 12/3
A_§M_ =

Como la base del sélido es un circulo de radio r, suponemos que su centro
es el origen del sistema de referencia. En este caso el borde del circulo es la
circunferencia de ecuacién z? 4+ y? = r2. Entonces, la seccién transversal es
un tridngulo equildtero de lado I (z) = 2v/r? — 22, donde z € [—r, 7|, siendo
el drea de la seccion transversal vertical

2
A(z) = \/3(2 7;—%2) =3 (r? - 2?).

Para calcular el volumen, sélo tenemos que integrar las secciones transversales
entre —r y r.

V—/Tr\/g(TQ—a:Q) dm—ﬁ{r%—%g}:—ll—\;;

Dado que el volumen del sélido es V' = 10, resolvemos la ecuacién

obteniendo



Ejercicio 3.
(i) Calcular la serie de Maclaurin de la funcién f (x) = In(1 — 22), asf como
su dominio de convergencia.

(i) Dada la serie numérica > -

0 m, estudiar su cardcter y calcular su
suma.

Solucién. (i) La derivada de la funcién f (x) = In(1 — 22) es

—2z
1 — a2’

(@) =

y sabemos que el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién

1—332 Zgﬂ" z e (-1,1).

Entonces, el desarrollo en serie de Maclaurin de la derivada

f(z) = 1_962:—22952”*1 ze(=1,1).

Integrando, obtenemos
0 242

o 2n + 2

f(x)y=In(l-2*=C-2

cuyo dominio de convergencia es, al menos, el intervalo (—1,1). En particular,
para x = 0, obtenemos C' = 0. En los puntos terminales xt = —1y z = 1, se
obtiene la serie — > > %H, que es divergente por ser la opuesta de la serie
armonica. Por lo tanto, la serie de Maclaurin pedida es

9 0 242
z)=In(1—-2%)=— , € (—1,1).
f) ==t = =3 g e oL
(ii) Aplicando el criterio del cociente a la serie 7 m, obtenemos
1
L = lim lansa| _ ﬁmwz hmn—H:1<1
(n+1)3n+l

por lo que la serie es convergente. Usando el apartado (i), concluimos que su
suma es

oo . oo . oo <;>2"+2
- . V3
7;)(”"‘1)3”“_7;)(714—1) (\/§)2”+2 _7;) (n+1)

1 2 3
=—In(1— g) = —ln(g) = ln(§).
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Capitulo 1

Aplicaciones de la derivada

1.1. Problemas de optimizacion

P 1.1 (Primer parcial 2000) Se considera la elipse

Determinar, de entre los tridngulos isésceles inscritos en dicha elipse, con un
vértice en el punto (0,b) y base paralela al eje OX, el que tenga drea mdxima.

P 1.2 (Julio 2000) Sea f la funcién definida por

f(x)—{ x—xzcos(g), si x #£0,

0, st z=0.

(a) Obtener las funciones derivadas f’ y f”, junto con sus respectivos dominios.
(b) Encontrar las rectas tangentes a la gréifica de f,enz =0y x = 1/2. (¢)
Calcular los polinomios de Taylor de orden 2 de f, centradosenx =0y x = 1/2,
cuando existan. Estudiar si f alcanza un extremo en x = 1/2 y, en ese caso,
clasificarlo.

P 1.3 (Septiembre 2000) Se dispone de 20 metros de alambre para delimitar
un tridngulo equilédtero, un cuadrado, o bien ambas figuras. Cuanta cantidad de
alambre debe dedicarse a construir el tridngulo y cuanta a construir el cuadra-
do si se pretende que la figura o figuras construidas encierren el drea méxima
posible.

P 1.4 (Primer parcial 01) Al pegar los bordes rectos de un sector circular de
radio L y dngulo central 6 (vedse figura) se forma la superficie lateral de un cono.
Encontrar el valor de 8 para el cual el volumen de dicho cono resulta maximo.
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‘ L

P 1.5 (Septiembre 02) Un canal abierto cuya seccién es un trapecio isésceles de
bases horizontales, tiene sus paredes laterales formando un angulo agudo dado
a con la base menor del fondo. Conociendo el drea A de dicha seccién, hallar la
profundidad h del canal para la cual la suma de longitudes de la base y paredes
laterales es minima.

P 1.6 (Primer parcial 03) Deducir la férmula del drea de un segmento parabdli-
co en funcién de su base y su altura. Se considera un cono circular recto con
radio de la base r y generatrices de longitud g. Al cortarlo por un plano paralelo
a una de dichas generatrices se obtiene como interseccién un segmento parabdli-
co. Calcular el drea maxima de los segmentos parabdlicos obtenidos por este
procedimiento.

A/

P 1.7 (Julio 03) Analizar la concavidad y convexidad, obtener los puntos de
inflexién y esbozar la grafica de y = e~ Encontrar las dimensiones del rectdn-
gulo de Eire:e} méxima que tiene su base en el eje OX y dos vértices en la gréfica
dey=e"

P 1.8 (Primer parcial 04) Calcular el drea maxima del rectdngulo que se puede
circunscribir alrededor de un rectdngulo dado de longitud L y anchura W.



Problemas de Calculo. Ingeniero de Telecomunicacion )

P 1.9 (Septiembre 04) Calcular las coordenadas de los puntos P y @ de la
pardbola y = 1 — 22, tales que el trisngulo determinado por el eje = y las rectas
tangentes a la pardbola en P y @ sea equildtero.

P 1.10 (Primer parcial 05) Se desea fotografiar un cuadro de 4 m. de altura
colgado en una pared de una galeria de arte. La lente de la cAmara esta situada
1 m. por debajo del extremo inferior del cuadro. ;A qué distancia de la pared
ha de colocarse la cdmara para que el 4ngulo que subtiende (o abarca) el cuadro
sea maximo?

P 1.11 (Julio 05) Encontrar el drea minima de la regién del primer cuadrante
del plano cuyas fronteras estdn contenidas en la recta que pasa por el punto
(3,5) y las rectas x = 0, y = 0.
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P 1.12 (Septiembre 05) Un espejo plano de dimensiones 80 cm y 90 cm, se
rompe por una esquina segin una recta. De los dos trozos que quedan, el menor
es un tridngulo de catetos 10 cm y 12 cm, correspondientes a las dimensiones
menor y mayor del espejo respectivamente. Hallar el drea mdxima del espejo
rectangular que se puede obtener con el trozo mayor.

P 1.13 (Primer parcial 06) Determinar el drea mdxima de una cruz simétrica
inscrita en un circulo de radio r (ver la figura).

N %

P 1.14 (Julio 06) Determinar el maximo absoluto de la funcién

f @)= — .

= + , z€R
1+ x| 14|z —2

P 1.15 (Septiembre 06) A medianoche, el barco Arrow se encuentra situado a
100 kilémetros en direccién este del barco Blue. El barco Arrow navega hacia el
oeste a 12 km/h, y el barco Blue lo hace hacia el sur a 10 km/h. jA qué hora
se encontraran a distancia minima uno del otro? ;Cual es la distancia minima?

P 1.16 (Primer parcial 07) Se consideran las rectas que pasan por el punto
(1,8) y cortan a los semiejes positivos. Determinar la distancia minima entre
los puntos de corte y obtener la recta que verifica dicha propiedad.

P 1.17 (Junio 07) Determinar los puntos de méxima y minima pendiente de

la gréfica de la funcién
1

:m, .ZEGR.

Y

P 1.18 (Primer parcial 08) Sea P = (a,a?) con a > 0 un punto cualquiera de
la gréfica de la pardbola y = 2?2 situado en el semiplano = > 0. (i) Demostrar
que la interseccién de la pardbola con su recta normal en P es el punto

1 1\?
Qz(—a—%,<a+%> )

(ii) Encontrar el valor de a que minimiza la distancia entre P y @, razonando
la respuesta.
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P 1.19 (Junio 08) Consideremos los rectdngulos de lados paralelos a los ejes
que pueden inscribirse en la elipse

2 2
—+==1, ab>0.

Calcular las dimensiones y el drea del rectdngulo que tiene drea méxima.

1.2. El método de Newton

P 1.20 (Primer parcial 97) Resolver la ecuacién 23 — 2 = 0. Es decir, hallar
una aproximacién de a = /2. Para ello, comprobar que aplicando el método de
Newton a la ecuacién 2 — 2 = 0 se obtiene la funcién de iteracién

g(w)z%(:lc—l—%).

Representar esquemdticamente la funcién g(z) en el intervalo [1, +00).

P 1.21 (Diciembre 98) Consideremos la circunferencia C, interseccién de la
esfera 2 4+ y? + 22 = 1 con el plano = = h, con 0 < h < 1. Construimos el cono
circular recto cuyo eje es OX, se apoya en la circunferencia C' y es tangente
en ella a la esfera. Comprobar que el volumen V' (h) del trozo del cono entre su
vértice y el plano x = h es

(1 — h2)2
vin = "

Probar que existe un dnico valor h € (0,1) tal que V (k) coincide con el volumen
de la esfera. Calcular dicho valor con tres cifras decimales de precisién usando
el método de Newton. Justificar la elecciéon del punto inicial.

P 1.22 (Primer parcial 99) Se considera la funcién f(z) = e~® — z. Demostrar
que la funcién se anula en un tnico punto de la recta real y que éste pertenece al
intervalo [0, 1]. Calcular para f(z) el polinomio de Taylor en 0 de orden 2, Th(z),
y resolver la ecuacion To(x) = 0. Obtener el cero de f(z) mediante el método de
Newton, utilizando como valores iniciales las raices de la ecuacién del apartado
anterior. Comparar las iteraciones y justificar los resultados obtenidos.

P 1.23 (Julio 99) Se desea resolver la ecuacion f(x) = e*+x—2 = 0. Demostrar
que la funcién f(z) se anula en un unico punto de la recta real y que éste
pertenece al intervalo [0,1]. Calcular para f(x) el polinomio de Taylor en 0
de orden 2, Ms(x) y resolver la ecuaciéon Ms(xz) = 0. Obtener el cero de f(x)
mediante el método de Newton, utilizando como valor inicial una de las raices
de la ecuacién del apartado anterior.

P 1.24 (Septiembre 99) Se considera la funcién f(x) = shz + 2 — 1. Demostrar
que la funcién f(x) se anula en un solo punto de la recta real y que éste pertenece
al intervalo [0,1]. Calcular para f(z) el polinomio de Taylor en 0 de orden 2,
Ms(z) y resolver la ecuacién Ms(xz) = 0. Aproximar el cero de f(z) mediante
tres iteraciones del método de Newton, utilizando los resultados del apartado
anterior como valor inicial.
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P 1.25 (Primer parcial 2000) Se desea calcular un punto critico de la funcién
x cos x. Aplicar el método de Newton a la funcién adecuada para obtener, par-
tiendo de xy = 1, dos cifras decimales del punto critico buscado. Explicar todos
los pasos realizados.



Capitulo 2

Aplicaciones de la integral

2.1. Integracién

P 2.1 (Septiembre 01) Dadas las rectas y =z, y = azx, y =1 — ax, con a > 1,
se pide: Determinar, en funcién de a, el drea de la regién limitada por las tres

rectas. Calcular los valores de a € [1,00) que hacen el drea méxima o minima.

1 1
Sea F': |0,——| — R la funcién que asigna a cada nimero z € |0, ——
a+1 a+1

el drea F (z) del trozo de la regién del apartado anterior comprendido entre
las rectas + = 0 y & = z. Justificar la existencia de F”(z) en el intervalo

1
[O, a_—&-l} . Calcular F’ (z).  Es derivable la funcién F’ (z) en todos los puntos

de su dominio?

P 2.2 (Junio 04) Un depdsito subterrdneo de gasolina tiene forma de cilindro
eliptico, con semieje horizontal a, semieje vertical b y anchura L. Para medir su
contenido se sumerge una vara hasta la parte inferior del depésito y se mide la
altura h del nivel de gasolina. Calcular el volumen de la gasolina que contiene
el depdsito en funcién de h.
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2.2. Integracién numérica

P 2.3 (Septiembre 93) Determinando previamente el nimero de subintervalos
para que el error sea menor que 1073, calcular aproximadamente la integral

/2
/ In(sen z) dz,
w/6

con la regla compuesta del trapecio.

P 2.4 (Primer parcial 94) Aplicar la regla compuesta del trapecio, dividiendo
el intervalo de integracién en 4 y 8 partes iguales, para calcular valores aproxi-

mados de la integral
1 /%e (senac) i
— xp | —= .
27 Jo P V2

En cada caso, dar una cota del error cometido.

P 2.5 (Julio 2000) Calcular, con un error menor que 0,01, un valor aproximado
de la integral

Vi
I:/ senz“ dz,
0

utilizando la regla de Simpson.

2.3. Volumenes de revolucién

P 2.6 (Julio 99) Hallar el drea de la luna dada en la figura. Calcular el volumen
del sélido resultante al girar la luna alrededor del eje OX.

P 2.7 (Primer parcial 99) Calcular las dimensiones del trapecio isésceles de
drea maxima inscrito en la semicircunferencia de la figura. Para dicho trapecio
de drea maxima, calcular el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al
girar el trapecio alrededor del eje vertical que pasa por O.
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P 2.8 (Primer parcial 01) Sea un sélido generado haciendo girar la regién aco-
tada por la curva y = m2/ 2, y la recta y = 2, alrededor del eje OY. Se desea
perforar un orificio circular, centrado en el eje de revolucién, de manera tal que
dicho sélido pierda un cuarto de su volumen. Calcular el didmetro que debe
tener dicho orificio.

P 2.9 (Julio 02) Se considera el recinto plano
23
R:= {(w,y)€R2:0§x§3, ogygg}.

Obtener los voliimenes de los sélidos de revolucién Vi, obtenido al girar dicho
recinto R alrededor del eje OX, y V5, obtenido al girar R alrededor de la recta
T =a,cona>3.

P 2.10 (Primer parcial 04) Sea R la regién del primer cuadrante limitada por
las curvas y = 2z — x? y y = 2. Calcular

1. el drea de R,
2. el volumen que se obtiene al hacer girar R en torno al eje x,
3. el volumen que se obtiene al hacer girar R en torno al eje y.

P 2.11 (Primer parcial 05) Calcular los volimenes de los sélidos que se ob-
tienen al hacer girar la regién limitada por las curvas y = x y y = 22, en torno
al eje z, al eje y, y a la recta y = 2.

P 2.12 (Primer parcial 07) Un toro se forma al girar la regién contenida en la
circunferencia
($72)2+y2 = 17

alrededor del eje y. Calcular el volumen de este s6lido de revolucién, usando el
método de las arandelas y el método de las capas.

Toro

P 2.13 (Junio 07) Sea R la regién plana limitada por la gréfica de la funcién

1
T)=—=, x2>0,
fle) 2 +4
el eje OX y el eje OY. Consideramos los sélidos que se obtienen cuando la regién
R gira en torno al eje OX y al eje OY. Calcular el volumen de dichos sélidos.
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P 2.14 (Septiembre 07) La gréfica de la funcién

72

= 4 —_ —_—
Y 4
en el intervalo [0,4] gira alrededor de la recta y = b, donde b € [0,4]. Calcular
el volumen del sélido resultante en funcién de b. Hallar el valor de b que hace
minimo el volumen de dicho sélido.

P 2.15 (Primer parcial 08) Sea D la regién acotada por la parabola y = z —z2

y el eje z. (i) Encontrar la pendiente de la recta y = ma que divide la regién D
en dos regiones de igual drea. (ii) Calcular el volumen del sélido generado por
la regién acotada por la parébola y la recta obtenida en (i), al girar alrededor
del eje y.

P 2.16 (Junio 07) Sea R la regién plana limitada por el lazo de la curva definida
por la ecuacién y? = z (4 — x)Q. Calcular los volimenes de los sélidos que se

obtienen cuando la regiéon R gira alrededor del eje x, del eje y, y de la recta
=4

P 2.17 (Septiembre 08) Calcular el volumen del sélido obtenido al girar, alrede-
dor del eje z, la regién acotada por dicho eje y la funcién f : [0, e] — R, definida
por

rlnzx 0<x<e,
f()_{O z=0.

2.4. Volimenes por secciones

P 2.18 (Julio 95) En un circulo de radio a se toma un didmetro POQ; sobre la
perpendicular al circulo en el punto O y a una altura h se encuentra el punto V.
Consideremos la pardbola con vértice en el punto V' y que pasa por Py Q. Sea
el tridngulo de vértices A, B, C, donde A y B estédn sobre el circulo y C' sobre
la pardbola, todos ellos en un plano perpendicular al didmetro POQ); el sélido

se genera al mover el tridngulo ABC desde P hasta Q. Calcular el volumen de
dicho sdélido.



Problemas de Calculo. Ingeniero de Telecomunicacion 13

P 2.19 (Primer parcial 96) Se considera un cilindro recto de base circular de
radio Ry altura h. Se corta dicho cilindro por un plano que pasa por un didmetro
AB de la base y es tangente a la tapa superior en un punto P. Consideramos la
porcién de cilindro por debajo de dicho plano. Si cortamos por planos perpendic-
ulares a la base y paralelos al didmetro AB se obtienen secciones rectangulares.
Calcular el drea méxima de dichas secciones. Calcular el volumen de dicho sélido.

P 2.20 (Primer parcial 97) Consideremos, para b > a > 0, la rama superior
de la hipérbola C; = {2? —y? = a?, 2 = 0, @ > 0} y el segmento de recta
Co={zx+2=0b, y=0}conxz >0y 2z >0.Sea P el corte de C; con y = 0,
y sea R la interseccién de Cs con z = 0. Para cada punto @ del segmento
PR consideramos el plano paralelo a x = 0 que pasa por ) y construimos el
tridngulo cuyos vértices son las intersecciones de C7 y Cs con dicho plano (ver
figura). Calcular los valores méximo y minimo de las dreas de dichos tridngulos.
Hallar el volumen del cuerpo generado por los tridngulos anteriores.

P 2.21 (Julio 98) Calcular el volumen total del sélido de la siguiente figura.
La base estd delimitada por una elipse, cuya ecuacién es

con a > b > 0. Las secciones perpendiculares al eje OX consisten en trapecios
invertidos de altura fija h > 0, apoyados en la elipse y tal que los lados opuestos
no paralelos forman un éngulo de 45° con cada uno de los otros dos.
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P 2.22 (Primer parcial 99) Para cada punto de abscisa © € [—1,1] se toma el
segmento vertical comprendido entre las pardbolas de ecuaciones y = 1 — 22,
y = 3(1 — z?). Ahora usamos cada uno de esos segmentos como el didmetro de
un circulo que es perpendicular al eje OX. Estos circulos engendran un cuerpo

parecido a un boomerang o a un croissant (ver figura). Determinar su volumen.

il

P 2.23 (Julio 2000) Entre todos los rectangulos del plano YOZ, inscritos en la
pardbola z = a? —y? (siendo a > 0) y con base en el eje OY, calcular el que tiene
drea méxima. Justificar la respuesta. Para cada valor xy € [0, 1], consideremos
la pardbola del tipo anterior contenida en el plano x = xg y cuyo vértice estd en
el segmento que une los puntos (1,0,0) y (0,0,1). Construimos el sélido cuya
seccién con cada plano x = zq es el rectdngulo de drea maxima inscrito en la
parabola considerada en dicho plano. Calcular el volumen de dicho sélido.

2.5. Longitud de arco y area de una superficie
de revolucion

P 2.24 (Septiembre 99) Sea R la regién plana acotada limitada por la curva C
de ecuacién 3y = 2% y las rectas y = 0, x = 3. Calcular el volumen del sélido
obtenido al girar R alrededor del eje OX y el volumen del sélido obtenido al
girar R alrededor de z = a, donde a > 3. Calcular el drea de la superficie de
revolucién S, obtenida al girar C' alrededor del eje OX.
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P 2.25 (Primer parcial 2000) Se perfora una esfera de radio r con un agujero
cilindrico de modo que el anillo esférico resultante tiene altura h. Probar que el
volumen del anillo es V = 7h?/6. Calcular la superficie total del anillo.

P 2.26 (Primer parcial 01) Sean A 'y B los puntos donde se cortan las curvas
y? = 223, 22 +y? = 20. Calcular la longitud de la curva cerrada O ABO formada
con los correspondientes trozos de las curvas anteriores, siendo O el origen de
coordenadas.

P 2.27 (Julio 01) Un sélido se genera haciendo girar la regién acotada por
y=0ey=+9 — z2 alrededor del eje y. Se perfora un orificio cilindrico circular
de radio r, centrado en el eje de revolucién.

1. Obtener el volumen del sélido resultante.

2. Obtener el drea lateral total A de dicho sélido (se consideran las superficies
laterales interior y exterior, pero no la base). Determinar los valores de r
en los que A alcanza sus valores extremos.

P 2.28 (Primer parcial 03) La curva y = 2¥, 0 < x < 1, donde k > 0, divide
el cuadrado formado por los ejes coordenados y las rectas © = 1, y = 1, en dos
regiones Ry (la superior) y Rz (la inferior). Obtener por el método de los discos,
el volumen V; del sélido generado al girar la regién R; en torno al eje y. Obtener
por el método de las capas (o de los tubos), el volumen V5 del sélido generado
al girar la regién Rs en torno al eje y. En el caso k = 2, obtener el drea de la
superficie generada al girar la curva dada en torno al eje y y la longitud de dicha
curva.

P 2.29 (Septiembre 03) Una vasija que tiene la forma de un paraboloide de
revolucién de eje vertical obtenido al girar la curva y = pz? en torno al eje OY,
se encuentra parcialmente llena de agua. Calcular el cociente entre el drea de
la superficie mojada de la vasija y el volumen de liquido cuando la superficie
superior del agua es un circulo de radio R.

P 2.30 (Primer parcial 06) Una esfera de radio r se corta por un plano for-
mando un casquete esférico de altura h. Calcular el volumen y la superficie
(incluyendo la base) de este sélido de revolucion.

2.6. Integrales impropias

P 2.31 (Julio 96) Calcular
., 1—cosx
lim

z—0 Tsenx '

Estudiar la convergencia de la integral impropia

1 «@
1-— 1
/ ( cosx) e,
0 sen x T

segun los valores de o € R.
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P 2.32 (Septiembre 96) Estudiar la convergencia de la integral impropia

* e Tgenx
——du,
0 :L.

para valores no negativos de a.

P 2.33 (Primer parcial 97) Hallar los valores de o € R para los que la integral

/°° dx
o z(z+1)

es convergente y calcular la integral para o = 1/3.

P 2.34 (Febrero 98) Enunciar el criterio de comparacion por paso al limite para
integrales impropias. Calcular

1
lim /z log <— - x>
z—0t x
y estudiar la convergencia de la integral

/2 log (l —x> dx.
0 .’L‘

P 2.35 (Julio 99) Para la integral

/°° dx
1 w24 x+at/241

demostrar, sin calcular la integral, que es convergente y, posteriormente, calcular
su valor.

P 2.36 (Primer parcial 99) Sean m y n — 1 enteros positivos. Definimos la

integral impropia
oo xm
Inn=| ——rd
5 /O (1 + x)m—l—n x

(Es convergente I,,, ,” Probar que, en ese caso, (m +n — 1)1, ,, = mlpy_1x.

Deducir que
ml(n —2)!
(m+n-—1)

Im,n =

P 2.37 (Primer parcial 99) Calcular la integral

e dx
o T2 4 g3/2

Determinar los valores del pardmetro p < 3/2 para los que es convergente la

integral
e dx
o aP+ a3/

Determinar los valores de p y ¢, siendo p < ¢, para los que es convergente la

integral
/ < dx
o TP+l
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P 2.38 (Primer parcial 2000) Enunciar el criterio de comparacién por paso al
limite para integrales impropias. Estudiar la convergencia de la integral

(- [,
0

Tr —senx

segun los valores de k € R.

P 2.39 (Septiembre 2000) Estudiar la convergencia de

[ee} x2n71
I, = —  __dx, n>1.
n A (.732 + 1)n+3

n—1

Prob Ly =|——
robar que (n+2

) I, 1, paran > 2. Calcular I, 1> y I3.

P 2.40 (Primer parcial 02) Se considera la funcién f: R — R dada por

||

f(g:) = elz—11°

1. Estudiar la continuidad y derivabilidad de dicha funcién.

2. Determinar sus extremos absolutos.
3. Calcular la integral [*_f (z) dz si es convergente.

P 2.41 (Julio 02) Calcular la integral

/ o dx
v (z+a)Vz—0b
para los valores de a y b con a + b > 0, que la hagan convergente.

P 2.42 (Septiembre 02) Estudiar la convergencia de la integral
© Tr+3
—d
/0 w(i+a)

P 2.43 (Septiembre 04) Calcular el valor de la integral impropia

segun los valores de a € R.

1
I, :/ (Inz)" de,
0
donde n es un entero positivo.
P 2.44 (Julio 05)

(a) Aproximar el valor de la integral

2 x
— dx,
1 T —senx

mediante la regla de Simpson dividiendo el intervalo en cuatro partes
iguales.
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(b) Estudiar la convergencia de la integral impropia

o0 «
T
— dx,
0o T —senw
segin los valores de o € R.

P 2.45 (Julio 06)

(a) Estudiar la convergencia de la integral impropia

o0
|
I:/ L
0 1+$2

18

(b) Calcular el valor de la integral impropia I usando la sustitucién v = 1/x.



Capitulo 3

Series

3.1. Series numeéricas

P 3.1 Estudiar el cardcter de las siguientes series:

[eS) (n')2 [e%S) TL2 [eS) ﬁ 00 ( n )n [eS) y o
;(Qn)! ;\/2_” ;n! ; 3n+ 1 ;”e
= n! =, 27p! =\ el > n \" = logn
nzlﬁ ; nm ; nm T;(n—l—l) ; n!

o) —1)"
P 3.2 (Julio 95) Dada la serie Z 0(1(_~_7))a’
n= n

valores de o converge absolutamente, converge pero no absolutamente o diverge.

a € R, estudiar para qué

P 3.3 (Segundo parcial 96) Estudiar, en funcién de los valores de a € R, la
2
14+an\"
a+n '

o0
convergencia de la serie E ) <
n=

P 3.4 (Diciembre 98) Enunciar el criterio integral de convergencia de series.
Determinar, segtn los valores de p € R, la convergencia de la integral

/°° dx
1 z(logz)?’

Determinar, segtin los valores de p € R, la convergencia de la serie

> ey
“— n(logn)P

P 3.5 (Septiembre 05) Sea f :[0,00) — R definida por f(z) = e “senz.

(a) Dibujar un esquema de la grafica de f y obtener la sucesién (xy),~, de
ceros de f en [0,00). B

(b) Calcular el drea Ay de la regiéon comprendida entre la grifica de f en el
intervalo [z, zk11] v €l eje .

19
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(c) Probar que la sucesién (Ay),~ es una progresién geométrica cuya razén
es menor que 1.

(d) Hallar la suma de la serie Y p° , Ay.

P 3.6 (Primer parcial 06) Supongamos que las dos series de términos positivos

> an, D (an+ba),
n=1 n=1

son convergentes. Estudiar el cardcter de las series

o0

a% Z 1
1+a,’ n:11+an’

IILINDY
n=1 n=1
razonando las respuestas.
P 3.7 (Septiembre 06) Hallar la suma de la serie
— (2n+1)3n
P 3.8 (Septiembre 07) Dada la serie numeérica
5
2n+1°
= (2n+1)2%2"

estudiar su carédcter y calcular su suma usando una funcién conocida.

3.2. Series de potencias

P 3.9 (Septiembre 96) Dada la serie Y~ (n+2)(2z+3)", encontrar los valores
de x para los cuales la serie converge. Para dichos valores de x, hallar la suma
de la serie.

P 3.10 (Septiembre 98) Dada la serie > - ,log (1 — -5) ", obtener el radio
de convergencia y estudiar el comportamiento en los extremos del intervalo
de convergencia. Calcular la suma para x = 1, escribiendo la serie numeérica
resultante como una serie telescépica.

P 3.11 (Diciembre 99) Probar que

9]
1
n -+ ($+1)n :€I+1(2+.’E),
Zo n!

determinando previamente para qué valores de x converge la serie de potencias.

P 3.12 (Julio 2000) Se considera la serie de potencias

Z (27l+1 — n) z".
n=0

Calcular su radio de convergencia, su dominio de convergencia y su suma en
dicho dominio.
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P 3.13 (Septiembre 2000) Dada la serie de potencias

i(nQ—&-%) (z—1)",

determinar su radio de convergencia. Estudiar la convergencia en los extremos.
Hallar su suma.

P 3.14 (Septiembre 01) Se considera la serie
f: (=D )
—\(n+1)2m 3n ’

Obtener su dominio de convergencia y su suma en dicho dominio.

P 3.15 (Primer parcial 02) Se considera la serie de potencias

= 3" (z—2)"
Z_:l (l’n )_

Determinar su radio de convergencia, su dominio de convergencia y su funcién
suma.

P 3.16 (Final 02) Se considera la serie de potencias

n

;n(n—i—Q)'

Obtener su intervalo de convergencia, analizando el comportamiento en los ex-
tremos. Calcular su funcién suma en el interior de dicho dominio.

Indicacion: Para determinar la suma, descomponer en fracciones simples el co-
eficiente del término general.

P 3.17 (Julio 03) Se consideran las series de potencias

Z%(m—%”, p>0.

n=0
1. Determinar su radio y dominio de convergencia segiin los valores de p.

2. Para el caso p = 1, obtener la suma de la serie en el interior del intervalo
de convergencia.

P 3.18 (Junio 04) Dada la serie de potencias

o0

E n3a",

n=1

calcular su radio de convergencia, su dominio de convergencia y su suma en
dicho dominio.
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P 3.19 (Primer parcial 06) Dada la serie de potencias

;(nﬂ)(nm)’

calcular su radio de convergencia, el cardcter de la serie en los extremos del
intervalo de convergencia y su suma.

P 3.20 (Primer parcial 07) Para cada nimero natural n > 2, sea r, la recta
determinada por los puntos (1,2) y (n,0). Consideremos la regién plana R,
comprendida entre las rectas ra,, 72,+1 ¥ las rectas de ecuacion t =1y x = 2.

a) Calcular el drea a, de la regién R, para cada n > 1.

b) Calcular el radio y el dominio de convergencia de la serie de potencias
o0
Z apz".
n=1

P 3.21 (Septiembre 08) Dada la serie de potencias

determinar su radio de convergencia, estudiar la convergencia en los extremos y
aproximar su suma en £ = —1 con un error menor que 1 /500.

3.3. Teorema de Taylor. Series de Taylor

P 3.22 (Febrero 98) Enunciar y demostrar el criterio de Leibniz para series
alternadas. jCuantos sumandos de la serie de Maclaurin de la funcién f(z) =
log(1 4 x) se deben tomar para obtener una aproximacién de log2 con un error
menor que 103, evaluando la serie en x = 1?

P 3.23 (Febrero 98) Sea f : R — R la funcién continua que verifica f(x) =

cosx — 1
2

nomio de Maclaurin de orden 4 de f. Hallar la serie de Maclaurin de la funcién

G : R — R definida por

si x # 0. { Cudnto vale f(0)7 Justificar la respuesta. Hallar el poli-

T cost—1
0

;Cudl es su radio de convergencia?

P 3.24 (Julio 98) Estudiar la convergencia de

Hacer el cambio de variable t = 1 — e™" en la integral anterior. Usar la serie

de McLaurin de log(1 — t) para escribir la integral resultante como una serie
numérica. Enunciar alguno de los teoremas que se utilicen.
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P 3.25 (Primer parcial 2000) Enunciar el teorema de Taylor. Determinar el
grado del polinomio de Taylor en 7/3 que es necesario para calcular cos61° con
un error menor que 1073 y obtener dicho valor.

P 3.26 (Primer parcial 2000) Obtener el desarrollo en serie de Taylor en 0 de

2?2 —3zx+1

= mye

indicando el dominio de convergencia. (Utilizar descomposicién en fracciones
simples).

P 3.27 (Julio 01) Se considera la funcién definida por la determinacién princi-
pal del arco tangente, es decir f (z) = arctan (z), tal que —7/2 < f (z) < 7/2.

1. Obtener el polinomio de Taylor de grado 2 de f en 2o = 1, Py(x), y el
correspondiente resto Ry (z) .

2. Aproximar el valor de arctan (1,1) mediante P, (1,1), obteniendo una cota
del error cometido.

3. Obtener la serie de MacLaurin (serie de Taylor en 2o = 0) de f y encontrar
su radio de convergencia. Explicar si puede utilizarse dicha serie para
calcular un valor aproximado de arctan (1,1).

4. Obtener una aproximacién de arctan (1,1) resolviendo la ecuacién tan (t) =
1,1 por el método de Newton, realizando las iteraciones necesarias para
que se repitan las tres primeras cifras decimales.

P 3.28 (Septiembre 02) Se considera la funciéon f(z) = log(4 + x?) definida
para todo x € R. Obtener la serie de MacLaurin de f, especificando su dominio
de convergencia.

P 3.29 (Primer parcial 03) Se considera la funcién f (z) = In (1 + z) definida
en el intervalo (—1,00). Obtener la serie de Taylor en cero de f, su radio y su
dominio de convergencia. Estudiar el cardcter de la integral

1
/ In(1+z) de.
0

P senx

Estudiar el caracter de la serie

o0
>
on’
n=1 n
y obtener su suma en caso de que sea convergente.

P 3.30 (Septiembre 03)

1. Dentro de un circulo de radio R se inscribe un cuadrado y dentro de éste
un nuevo circulo. El proceso se repite indefinidamente. Determinar la suma
de las dreas de todos los circulos resultantes.
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2. A partir de la serie geométrica, obtener el desarrollo en serie de potencias
en el origen de la funcién

2x

f(w):m-

P 3.31 (Primer parcial 04) Dada la funcién

fo)=glos(152). lel <.

1. Obtener la serie de Maclaurin de f y su dominio de convergencia.

2. Probar que la serie

3 1 R S B O
2n+1)2n+2) 1-2 3-4 5.6

n=0

es convergente y calcular su suma integrando f en el intervalo [0, 1].

P 3.32 (Primer parcial 05) Definir el polinomio de Taylor y el resto de La-
grange de grado n de una funcién f en un punto a. Sea f : R — R la funcién

continua definida por
T —senx

flx)=——— x#0.

23
(a) Calcular f(0).
(b) Obtener el polinomio de Maclaurin de f de grado 4.

(¢) Aproximar f (1) utilizando el polinomio obtenido en el apartado anterior
y estimar el error cometido.

P 3.33 (Primer parcial 08) (i) Usar la serie de potencias > -, 2™ para calcular
la serie de Maclaurin de la funcién

asf como su dominio de convergencia. (ii) Dada la serie numérica
o0 n
( 9
E nl =
10/’
n=1

estudiar su cardcter y calcular su suma.



Capitulo 4

Curvas

P 4.1 Encontrar una parametrizacién de la cisoide. Esta curva plana se genera
del siguiente modo: Un rayo arbitrario OB intersecta la linea recta x = a en B.
Sea C' la proyeccién de B sobre el eje OY y M la proyeccién de C sobre OB.
El punto M es el que describe la cisoide.

P 4.2 Comprobar que el dngulo que forma la tangente a la hélice en un punto
con la generatriz del cilindro que pasa por ese punto es constante.

P 4.3 Demostrar que las rectas son las tnicas curvas cuyo vector tangente
unitario es constante en todos sus puntos.

P 4.4 La cicloide es la trayectoria que sigue un punto de una circunferencia
cuando ésta rueda a lo largo de una linea recta sin deslizamiento. Probar que
la cicloide viene parametrizada por r(t) = a(t — sent, 1 — cost) para t € [0, 27],
siendo a el radio de la circunferencia.

P 4.5 Hallar las rectas tangentes a las siguientes curvas en el punto P que se
indica:

1. r(t) = (cos(t),sen(t),t) y P =(1,0,0).
2. r(t) = (3,¢) y P = (1,1).

P 4.6 Calcular las longitudes de las siguientes curvas o arcos de curvas (suponemos

que todas constantes que aparecen son positivas):
1. La hélice circular, dada por 7(t) = (acost,asent, bt) con t € [0, c].
La curva parametrizada por r(t) = (ef cost, et sent, et) con t € [0, a).

La catenaria y = a~ ! cosh(az) entre v = —1y o = 1.

El arco de la curva y = aln (a2 — $2) (a > 1) situado por encima del eje
0X.

5. El perfmetro de la luna formada por las circunferencias z? + y? = 2az y
2% + y? = 2by, siendo a > b > 0.

6. La astroide z2/3 4 42/3 = 1.

25
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7. La poligonal r(t) = (||, |t — 2|) para t € [—1,4].

P 4.7 Calcular las longitudes de las siguientes curvas dadas en coordenadas
polares:

1. El arco de la espiral logaritmica () = €’ con a > 0, que se encuentra

dentro de la circunferencia unidad ;Qué ocurre si a < 07
2. La cardioide dada por r(f) =1 — cos#é, con 0 € [0, 27].

P 4.8 Hallar la parametrizacion con respecto a la longitud de arco y utilizarla
para calcular los vectores unitarios tangente y normal y la curvatura de

1. la circunferencia de radio a,

2. la hélice circular r(t) = (acost,asent,bt) con t € [0,¢], siendo a,b y ¢
constantes.

P 4.9 Demostrar que si una curva plana viene dada por y = y(z) entonces su
curvatura es "

R

(1 + y/2)3/2

Aplicar esta férmula para hallar la curvatura de una pardbola y de una elipse
de semiejes a y b.

P 4.10 Lalemniscata es el lugar geométrico de aquellos puntos del plano tal que
el producto de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante e
igual al cuadrado de la semidistancia entre los focos. Comprobar que su ecuacién
en coordenadas polares es 1?2 = 2a? cos 20. Calcular el drea encerrada por esta
lemniscata.

2

P 4.11 Calcular el drea del recinto exterior a 22 + 32 = a? e interior a la

lemniscata
(JJQ + y2)2 —_ 2a2(x2 _ y2).

P 4.12 (Segundo parcial 05) Demostrar que la curvatura K de la curva dada
en coordenadas polares por r = r (0) es

‘2(7")2 —7‘7"”—|—r2‘
}3/2

K =
()7 492

Calcular la curvatura de la curva r = asen@.



Capitulo 5

Funciones de varias
variables

5.1. Cambio de variables

P 5.1 Demostrar que el cambio de variables

u_y2_x2 v_y2+x2
- 2 ) - 2 )
O*F O*F
transforma la ecuacién y?— — 22— = 0, en la ecuacién
Ox? Oy>
0*F oF oF
2 2_ .2 oy 2
(" —v )8u8v You ~ "ou

suponiendo que las derivadas cruzadas son iguales.

P 5.2 Dada la ecuacién en derivadas parciales
0%z 0%z 0%z 0z Oz
= +t20—F+ > =
ox? oyoxr  Oy: Oxr Oy

y el cambio de variables ©w = ax + vy, v = 2z, calcular a € R para que la tnica
derivada parcial de segundo orden que aparezca en la ecuacién transformada

02z
sea —.
ov?
P 5.3 (Julio 96) Transformar la ecuacién en derivadas parciales

22
Zgz + T2zy + <7 — y) Zyy =0,
mediante el cambio de variables £ = u 4+ v, y = uv.

P 5.4 (Segundo parcial 97) Dado el cambio de variables definido por las ecua-
ciones x = u?—v?, y = 2uv, calcular su jacobiano y el de su inverso. Transformar
mediante dicho cambio la expresion

T2y + Y2y + Zoa T Zyy-

27
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P 5.5 (Segundo parcial 99) Sea z(xz,y) una funcién cuyas derivadas parciales
segundas existen y son continuas en R?. Transformar la ecuacién
0%z 02z 0?2
— +37—F—+2-—=5=0
Ox2 Oxdy Oy ’
mediante el cambio de variables u = x —y, v = x+ay, donde a es una constante.
Calcular el valor del pardmetro a para el que la ecuacién del apartado anterior
se transforma en la ecuacién
0z
oudv
P 5.6 (Julio 99) En la expresién

0%y  O%u

o2 T og2

donde u = u(z,y), efectuar el cambio de variables independientes
x=-¢e"cosl, y=ce"send.

P 5.7 (Julio 2000) Obtener la ecuacién en que se transforma la ecuacién de

Laplace % + ‘3277; =0, donde u = u(z,y), al efectuar el cambio a coordenadas
polares, z = rcost, y = rsent.

P 5.8 (Segundo parcial 01) Obtener la expresion en que se transforma
2oz + 225y + 2yy,

al cambiar las variables independientes (z,y) por (u,v) y la funcién z por w,
considerando que unas y otras estdn relacionadas por
u+v U — v u?—v

T=—p, Y=g EE W

P 5.9 (Julio 02) Se considera la ecuacién de ondas wy; = 2wy, donde ¢ es una
constante real y la funcién incégnita es w = w (z,t). Transformarla mediante
el cambio de variables u = x + ct, v = © — ct. Integrar la ecuacién que resulta
para w (u,v) y probar que

w(x,t) = f(x+ct)+g(x—ct),

donde f y g son funciones arbitrarias.

5.2. Derivacién implicita

P 5.10 (Septiembre 95) La ecuacién 22 + y3 + xy + 23 + ay = 0, define a y
como funcién implicita de z, es decir y = f(x), en un entorno de (0, 0), si a # 0.

1. Calcular el polinomio de Taylor de tercer grado, Ps3(z), de f en x = 0 para

a # 0.

2. Para a = —1, demostrar que P3(x) tiene un tnico corte con y = 1 en
el intervalo [0, +00). hallar dicho punto de corte mediante el método de
Newton con un error menor que 107°.
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P 5.11 (Diciembre 95) Demostrar que la curva
22—y 42 =1,
Ty +xz = 2,

es tangente a la superficie de ecuacién implicita zyz — 22 — 6y +6 = 0, en el
punto (1,1,1).

P 5.12 (Segundo parcial 99) La ecuacién
Flx4y+z2*+y* +2%) =0,

define a z como funcién implicita de x e y, es decir z = f(z,y). Determinar las
of

0
derivadas parciales —f —— en funcién de las parciales D1 F y Do F.

ox’ Oy

5.3. Extremos libres

P 5.13 (Segundo parcial 99) Sea f : R?> — R el campo escalar definido por
f(z,y) =y (* — (y — 1)?). Determinar sus puntos criticos y clasificarlos.

P 5.14 (Segundo parcial 99) La ecuacién
B4+ +22 -3 —-3y+32=0,

define a z como funcién de z e y, z = h(z,y), en un entorno de (zg,yo) para
todo punto (xg, Yo, 2z0) que satisface la ecuacién. Calcular los puntos (z, Yo, 20)
para los que la funcién z = h(z,y) tiene puntos criticos y determinar su cardcter
de extremo relativo.

P 5.15 (Julio 99) La ecuacién 22 —2zz+y = 0, define z como funcién implicita
de (z,y) en un entorno de (z,y,z) = (1,1,1). Obtener las derivadas parciales
de segundo orden de z = z(x,y) en el punto (z,y) = (1,1). Si z = z(z,y) es la
funcion del apartado anterior, comprobar que (z,y) = (1,1) es un punto critico
de la funcién g(z,y) = z(x,y) — 2(x — 1) + y — 1, y estudiar su cardcter.

P 5.16 (Febrero 02) Se considera la funcién f : R? — R dada por

8y

Ty =1rmyy

1. Obtener sus puntos criticos, clasificarlos y determinar los valores extremos
de f.

2. Calcular el polinomio de Taylor de segundo orden de f en el origen.

5.4. Multiplicadores de Lagrange

P 5.17 (Segundo parcial 95) Calcular el punto més lejano y més cercano del
conjunto S = {(x,y7z) 22 +yP+ 2 =adt, x> a} al punto (0, a,0).
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P 5.18 (Segundo parcial 2000) Hallar los extremos absolutos de la funcién
f(z,y,2) =z +y+ 2z, en el conjunto

A={(z,y,2) eR*: 2> +¢y* <2< 1}.

P 5.19 (Julio 2000) Hallar la distancia minima entre la elipse 22 +2y*> = 6 y
la recta z +y = 5.

P 5.20 (Febrero 01) Hallar los extremos absolutos de f(z,y) = zy?, en el
conjunto
A={(z,y) eR*:2>0, y>0, 2°+y*> <1}.

P 5.21 (Julio 02) Obtener los extremos absolutos de la funcién f (z,y) = zy
en el recinto R = {(z,y) € R? : 42% 4+ y* < 4} .

P 5.22 (Septiembre 02) Calcular los extremos absolutos de la funcién
fla,y) = 42® + 9y* — 2®y?,
en el conjunto A = {(z,y) € R? : 22 4+ y* < 4}.
P 5.23 (Segundo parcial 04) Hallar los extremos absolutos de
flay) = (a® +y°) e
en el conjunto D = {(z,y) € R? : 2? + 3> < 1}.

P 5.24 (Junio 04) Hallar los extremos absolutos de f (z,y) = 42 +y?—4x—3y,
sobre el conjunto

M:{(x,y)E]RQ:yZO, 4m2+y2§4}.

P 5.25 (Septiembre 04) Hallar el méximo y el minimo absolutos de la funcién

2t
dt
L+t

f(x,y)_ln(1+w2+y2)/oz

en el conjunto D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 4}.
P 5.26 (Segundo parcial 05) Hallar los puntos de la elipse

202+ —4 = 0,
z+y+z = 0,

més cercanos y mas lejanos al eje OY.
P 5.27 (Julio 05) Obtener los extremos absolutos de la funcién
f(zy) =y + 2%y + 227 + 2y° — 4y — 8,

en el conjunto M = {(z,y) € R? : 2® + 3> < 1}.
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P 5.28 (Septiembre 05) Calcular las distancias minima y maxima del plano
r+y+22=0

a los puntos de la elipse
32?2 + 9% =12,
T+y+z=2.

P 5.29 (Segundo parcial 06) Hallar los extremos absolutos de
fle,y,2) =z —y—2z
sobre el conjunto
S={(z,y,2) ER*:2® +2y* —1=0, 3z—4z=0}.
P 5.30 (Septiembre 06) Calcular el valor méximo de la funcién
flz,y,2) =242y — 2,
en el recinto
S={(z,y,2) eER*: 2 + > +22 <1, a+y+2>0}.

P 5.31 (Segundo parcial 07) Hallar el punto mds alto de la curva dada por la
interseccién de las superficies

2?2492 +22=36, 204+y—z2=2.

P 5.32 (Junio 07) Sea T(z,y, z) = 100+ 22 +y? la temperatura en cada punto
de la superficie esférica 22 + y? + 22 = 50. Hallar las temperaturas méxima
y minima en la curva formada por la interseccién de la superficie esférica y el
plano x — z = 0.

P 5.33 (Septiembre 07) Hallar el punto més bajo de la curva interseccién del
cono 22 4+ y? — 22 =0 y el plano x + 2z = 4.

P 5.34 (Segundo parcial 08) Una caja rectangular se coloca en el primer octante
con un vértice en el origen y las tres caras adyacentes en los planos coordenados
como muestra la figura. Ademds, el vértice P = (z,y, z) con coordenadas x > 0,
y > 0, z > 0, pertenece al paraboloide de ecuacién 222 + 3% 4+ z = 1. Hallar el
punto P que maximiza el volumen de la caja.




Problemas de Calculo. Ingeniero de Telecomunicacion 32

P 5.35 (Junio 08) Dada la funcién f(z,y) = 2 + 4y> — 3z — 4y, calcular sus
extremos absolutos sobre la regién cerrada y acotada

D={(z,y) eR*:2>0, 2°+4y> <4}.
P 5.36 (Septiembre 08) Hallar los extremos absolutos de la funcién
f(xayVZ) = $2 +y- 227

sobre el conjunto D = {(z,y,2) e R® : y+2 =0, z? +y* <1},



Capitulo 6

Integracion maultiple

6.1. Integrales dobles

P 6.1 Sea V el sélido definido en R? por
V={(x,y,2) ER*: a® + 9> + 22 <4, 2®+y° <1, 2> y|}
(se parece a la punta de un destornillador). Calcular el volumen de V.

P 6.2 Sea S la porcién acotada del primer cuadrante situada entre las curvas
de ecuaciones zy = 1, xy = 2, y = z, y = 4x. Dibujarla y calcular la integral

// 22y’ dxdy.
s

P 6.3 Calcular el volumen de la regién del espacio definida por las desigual-
dades

1
2 2 2
+y° <1, z4+y>1, 220, z Sm-
P 6.4 (Febrero 01) Calcular ffs x3y3 dxdy, siendo S la regién contenida en el
cuadrante positivo y limitada por las curvas
P4yt =2 ity =4, ¥ -yt =1, 2* -y =2

P 6.5 (Julio 06) Sea R la regién acotada por las curvas
2 2

X X
y=+z, y=+V2z, y=5 y=

Utilizar el cambio de variables & = u!/3v2/3, y = u2/301/3 para hallar el drea de
la regién R.

P 6.6 (Segundo parcial 07)
(a) Calcular el drea de la region plana encerrada por la lemniscata de ecuacién

2
(@2 +¢2) =9 (22 - ¢?).
(b) Obtener el volumen del sélido interior al cilindro de ecuacién

(wQ + y2)2 —9 (xQ . yQ)

y al hemisferio de ecuacién z = /9 — 22 — y2.

33
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6.2. Integrales triples

P 6.7 Calcular [[[, exp (\/3?2 +y2+ 22) dzdydz, donde V es el conjunto de
los puntos (z,y,2) € R3 tales que 22 + 3% + 22 < 1, 2 > 0.

P 6.8 (Julio 94) Calcular la integral triple [[[|, y* dzdydz, donde V es el sélido

{(z.y.2) ER?: 20, 1 <a? +y° +2° <4} U

{(x’y’z)ERBZOSZS 1§m2+y2§4}.

2 + y2 ’
P 6.9 Calcular la integral [, 2? dzdydz, siendo G el recinto sélido definido

porG:{(m,y,z)eR?’:xz—i-yQSL OSySZS\/4—$2—92}-

P 6.10 Sea () el recinto comprendido entre el interior de un paraboloide z+3 >
x* +4y? y el interior de un elipsoide 2% +4y? 4 22 < 9. Calcular [[ [, z dzdydz.

P 6.11 (Septiembre 97) Consideremos el recinto del primer octante de R3,

Q:{(z,y,z)GR?’:agzySb, a<y?—a®<b, z§x2+y2},
con 0 < a < b. Calcular el volumen de Q2 y hallar fffﬂ (:cy3 - xsy) dz dydz.
P 6.12 Calcular el volumen del sélido definido por las desigualdades

24?422 < 4,

IV

z a,
(a > 0) mediante coordenadas esféricas y mediante coordenadas cilindricas.

P 6.13 (Segundo parcial 98) Sea V el sélido limitado, inferiormente por la parte
superior del cono 422 +4y? = 22, y superiormente por la esfera z2 4132 +22 = 2z.
Calcular la integral [, (14 z)dz dy dz.

P 6.14 Calcular el plano II tangente a la superficie de ecuacién zz3 + 3zx —
x—1y =0en el punto (1,3,1). Sean A, B y C los puntos en los que el plano IT
corta a los ejes coordenados. Calcular mediante una integral triple el volumen
del tetraedro cuyos vértices son el origen y los puntos A, By C.

P 6.15 Calcular, usando coordenadas esféricas,

xyz
av,
/{/ (22 4+ 2 + 22)'/?

siendo V el recinto limitado en el primer octante por la esfera 22 + 3% + 22 = 4.

b

P 6.16 Calcular el volumen de

(M

L@y << (-2 )

1=

A:{(m,y,z)6R3:O§x2+y2§

usando coordenadas esféricas y cilindricas.
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P 6.17 Siendo V = {(=,y,2) € R? : 42% 4+ 9y* 4 362 < 36}, calcular, usando
un cambio de variables adecuado, la integral

/// (22 + 3y + 62)° dadydz.
v

P 6.18 (Septiembre 05) Hallar el volumen del sélido situado en el exterior del
paraboloide z = 22 + y? que lo limita, en el semiplano z > 0 y en el interior del
cilindro z? + y? = 2z.

6.3. Aplicaciones

P 6.19 (Julio 99) A una esfera maciza de radio unidad se le hace un taladro
cilindrico siguiendo un eje diametral de la esfera. Suponiendo que el cilindro es
circular de radio a, con 0 < a < 1, y que el eje que se usa para taladrar la esfera
es el OZ, el solido resultante queda definido por

V:{(m,y,z)€R3:a2§x2+y2§1—22}.

Calcular su volumen. Calcular el drea total de la superficie exterior de V' (in-
cluyendo la parte cilindrica) ;Para qué valor de a se hace maxima el drea cal-
culada en el apartado anterior? ;Cudl es el valor de dicha drea méxima?

P 6.20 Hallar el volumen de la parte del cilindro z2 +y? —2ax = 0, a > 0, que
es interceptada, por el cilindro parabélico 22 = 2az.

P 6.21 (Julio 03) Calcular el volumen del sélido interior al cilindro de ecuacién

22 + y? = 2az, que estd comprendido entre el plano z = 0 y la parte superior

del cono z2 + y? = 22.

P 6.22 (Segundo parcial 06)

(a) Evaluar las integrales // V1 —z2dxdy, // v/1—y2dzx dy, donde
Dy D

Dy = {(zy) €R*:a” +¢° <1, 0<y<a},
Dy = {(z,y) eR*: 2 +y* <1, 0<z<y}.
(b) Calcular el volumen del sélido dado por la interseccién de los tres cilindros

sélidos 22 +92 < 1, 22422 < 1, y2+ 22 < 1, situado en el octante positivo
x>0,y >0, z>0. Indicacion: aplicar los resultados obtenidos en (a).




Capitulo 7

Analisis vectorial

7.1. Integrales de linea de campos escalares y
vectoriales

P 7.1 En cada uno de los siguientes casos, determinar si F' es o no el gradiente
de un campo escalar. En caso afirmativo, calcular una funcién potencial.

1. F(z,y) = (2zy,2* 4+ 1)

2. F(z,y) = (z,y)

8. F(z,y) = (32%y, z%)

4. F(z,y) = (seny — ysenz + x, cos(z) + z cos(y) + y)

5. F(z,y) = (z+v?, 2zy)

6. F(z,y) = (22 +42,0)

7. F(z,y,2) = (Qxyz + 22 = 2% + 1,2%2 — day, 2%y + 222 — 2).

8 Flz,y,2)=(x+2,—-y—z,2—1y).
P 7.2 Calcular la integral [ c 2%y ds, sobre las siguientes curvas:
1. La semicircunferencia 22 + y2 =1, con y > 0.
2. La semicircunferencia z2 + y =1, con z <0.
P 7.3 En los siguientes casos, calcular fc(xy +2z—1)ds:
1. 7 (t) = (=t,—t,—t) con —1 <t < 0.
2. ro(t) = (t2 t2,4%), para t € [—1,0].
3. ry(t) = (t%,12,1) si t € [-1,0], y 3(¢) = (0,0,1 — ?) para t € [0, 1].

P 7.4 Calcular la integral f ¢ #ds, siendo C' la hélice cénica parametrizada por
r(t) = (tcost,tsent,t), para t € [0,67].

36
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P 7.5 Si O eselorigeny P=(1,1,1), calcular la integral de linea

/ydm—(a?—y)dy—&—xdz
c

a lo largo de las curvas que tienen O como punto inicial y P como punto final
dadas a continuacién (siendo A = (1,0,0) y B = (1,1,0)).

1. La diagonal OP.
2. Las aristas del cubo OABP.
3. La poligonal OBP.

P 7.6 Calcular la integral | o(=y,x) - dr para las siguientes curvas:

1. La semicircunferencia unidad orientada de (1,0) a (—1,0).

2. Los segmentos de recta que unen los puntos (0,0), (—1,1) y (0,2), orien-
tados en este sentido.

P 7.7 Calcular fc(2xy — 22,2+ y?) - dr sobre las siguientes curvas cerradas:
1. El rectangulo de vértices (0,0), (1,0), (1,2) v (0,2).
2. La curva cerrada formada por las parébolas y = z2, 42 = z.
3. El tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0,2).

P 7.8 Calcular [, (2? —y?)dx — xdy, desde A = (0,2) hasta B = (2,0), a lo
largo de las siguientes curvas:

1. La recta AB.
2. El cuadrante de circunferencia de centro O y radio 2.
3. La poligonal que une A y B pasando por D = (2,2).

P 7.9 Dada la curva r(t) = (1 +¢,1 —¢,t*), con ¢ € [0,1], calcular [, F - dr
para los siguientes campos vectoriales:

1. F(z,y,2) = (zy,yz, 2x).
2. F(z,y,2) = (zyz,0,0).
3. F(z,y,z) = (0,0,zyz).
P 7.10 Calcular las siguientes integrales sobre las curvas en R? que se indican:
1. [pyzde +xzdy + xydz, conr(t) = (14+t,—1+1t,1+2t) para t € [0, 1].

2. 390 ydx+zdy+z dz, donde C es la curva interseccién del plano x+y—2 =0
con la esfera de ecuacion x2 + y? + 22 = 2(z + y), orientada en el sentido
del reloj si se mira la curva desde el origen.
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3. $oydx + zdy + xdz, donde C es la curva interseccion de las superficies
2z = 2y, 2 + y? = 1 orientada en el sentido del reloj si se mira la curva
desde un punto muy alto del eje OZ.

4. $o(y — z)dzx + (z — ) dy + (= — y) dz, siendo C el tridngulo de vértices
(a,0,0), (0,b,0) v (0,0, c) recorrido en este sentido.

5. Jo(x,y,xz —y) - dr, siendo C' el segmento que une los puntos (0,0,0) y
(1,2, 4).

6. fc(:lc,zy,y — 2?) - dr, donde C' es la hélice r(t) = (acost,asent,bt) con
t € [0,4n].

P 7.11 (Septiembre 07) Calcular la integral de linea
% (8x + 2) dx + 2x2% dy — 4y* dz,
c

siendo C' la curva definida por las ecuaciones

z=9— 22 — 49,
z =1,

que tiene orientacién positiva si se observa desde un punto alto del eje OZ.

7.2. El teorema de Green

P 7.12 (Segundo parcial 99) Se considera la curva cuya ecuacién en coorde-
nadas polares es 7(6) = v/2 + sen 6 + cos #. Dibujar su gréfica e indicar de qué
curva se trata. Para el arco C de la curva anterior que va de § =0 a 6 = 7/2,
calcular la integral de linea

/ (23 —y +e¥) dx + (y* + ze¥) dy.
c

P 7.13 Verificar el teorema de Green con F(z,y) = (2zy — 2%, 2 + 3?) en las
siguientes regiones.

1. El rectangulo de vértices (0,0), (0,2), (1,2) y (1,0).
2. El tridngulo de vértices (0,0), (0,2) y (1,0).
3. La zona encerrada por las pardbolas y = 22, y? = x.

P 7.14 (Julio 99) Sea C el arco de la lemniscata 72 = cos 26, contenido en el
primer cuadrante y recorrido desde el punto (1,0) hasta el origen de coorde-
nadas. Usar el teorema de Green para calcular

/C (e” cosy + zy?) dx — (" seny + z%y) dy.

P 7.15 Usando el teorema de Green, calcular el drea de las siguientes regiones
mediante una integral de linea adecuada.
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1. La regién encerrada por la astroide z2/3 + y2/3 = ¢2/3.

2. La zona encerrada por un arco de cicloide y el eje OX.

3. El drea encerrada por un lazo de la lemniscata r? = a? cos 26.

P 7.16 Sea F el campo vectorial en R? definido por F(z,y) = (y, ). Probar

que
/F-drzO7
c

a lo largo de cualquier curva cerrada C.

P 7.17 Usando el teorema de Green, evaluar la integral de linea

—y T

d d
%x2+y2 x+$2+y2 Y
c

a lo largo de las siguientes curvas:

1. El arco de parabola y? = 2(z + 2) con la cuerda x = 2.

2. La circunferencia (z — 2)? +y? = 1.

P 7.18 Evaluar la integral

7{ —log(2? + 3?) dz + log(z* + ) dy,
c

siendo C cada uno de los arcos de la circunferencia z? + y? = a? con la cuerda

x = a/2. (Observar que el integrando no es continuo en el circulo de radio a).

P 7.19 Sean A y B dos puntos sobre el eje OX del plano y sea C una curva
simple y suave a trozos que une los puntos A y B. Supongamos que C' estd
contenida en el exterior de la circunferencia unidad y en el semiplano superior.
Sea F el campo vectorial F(z,y) = (2% + y?) "1 (x,y), (z,y) # (0,0); y sea n la
normal unitaria a C. Demostrar que

/F~nd7’€ {-m,0,7}.
c

P 7.20 (Segundo parcial 2000) Sea R la regién en el plano R? limitada por las
curvas
=yt =1, 2?—y>=9, s+y=4, z+y=6.

Mediante el cambio de variables

U r+vy
vo= -y

se transforma la regién dada en otra T'. Se pide:

1. Representar graficamente las regiones Ry T.

2. Calcular el drea de la regién R utilizando T'.



Problemas de Calculo. Ingeniero de Telecomunicacion 40

3. Siendo C' la frontera de la regién R recorrida en sentido positivo, obtener
el valor de la integral de linea

% (2% — y?) dx + (2* — 4) dy.
c

P 7.21 (Julio 2000) Sea C una curva cerrada simple que encierra una regién
D. Demostrar, usando el teorema de Green, que el drea de la regién es

1
drea(D):]{dey:}{c'—ydxzij{cxdy—ydx.

Usando una de las anteriores integrales de linea, calcular el drea del interior de
la elipse
2 2
< Y
—+==1
4 + 5

P 7.22 (Septiembre 2000) Sea C la circunferencia (x — 2)? + y? = 4 orientada
positivamente. Usar el Teorema de Green para calcular

}{ (z® +2¢°) dy.
c

P 7.23 (Julio 01) Calcular directamente y usando el teorema de Green
j{ 2 (x2 +y2) dx + (x +y)2 dy,
c

donde C' es el contorno del tridngulo con vértices en los puntos (1,1), (2,2) y
(1,3) recorrido en sentido positivo.

P 7.24 (Segundo parcial 01) Calcular el drea encerrada en el lazo de la lemnis-
cata )

(:L'2 + y2) = 2a? (£E2 — y2)
contenido en el semiplano z > 0, usando integrales dobles en coordenadas po-
lares y aplicando el teorema de Green.

P 7.25 (Segundo parcial 03) (Cuadratura de la luna) Consideremos la regién R
del plano que es exterior a la circunferencia con centro en (0,0) que pasa por el
punto (a,a) e interior a la circunferencia con centro en (0,a) y radio a. Usando
el teorema de Green, demostrar que el drea de dicha regién coincide con el drea
de un cuadrado de lado a.

P 7.26 (Segundo parcial 04) Sea C' la cardioide de ecuacién r = a (1 + cos6)
orientada positivamente.

1. Calcular la integral de linea

%C {(m2 +y? — ax)2 —a? (:B2 +y? - 1)] ds,

usando el resultado para obtener la longitud de C.



Problemas de Calculo. Ingeniero de Telecomunicacion 41

2.

Calcular la integral de linea

]{ ydr — x dy,
c

y utilizarla para deducir el drea de la regién encerrada por C.

P 7.27 (Segundo parcial 08) Consideremos la regién plana

1.

2.

3.

R={(z,y) eR*: 2 +y* <2z, 2> +y* >2}.
Calcular el drea de R.

Sea C' la curva frontera de R orientada positivamente. Calcular la integral
de linea

7{0 (2zy — y?) dx + (2° +y) dy.

Calcular la longitud de C.

P 7.28 (Junio 08) Sea C la curva frontera de la region

D:{(x,y)GRQ::EZO, $2+4y2§4},

con orientacién positiva. Calcular la integral de linea

7.3.

74 rydx + x? dy.
C

Integrales de superficie

P 7.29 En los siguientes casos, describir las superficies —mediante una ecuacién
si es posible— y determinar el producto vectorial fundamental:

1.
2.

o

TS B N

10.
11.

El plano r(u,v) = (a1 + byu + ¢1v, as + bau + cov, ag + bzu + c3v).
El paraboloide r(u,v) = (aucosv, busenv, u?).

La superficie de revolucién r(u,v) = (ucosv,usenv, f(u)), siendo f una
funcién real.

El cilindro eliptico r(u,v) = (u, asenv,bcosv).

El toro r(u,v) = ((a + bcosu) senv, (a + beosu) cosv,bsenu), 0 < b < a.
El hiperboloide de una hoja r(u,v) = (a coshu cosv,bcoshusenv, csenhu) .
El hiperboloide de dos hojas r(u, v) = (asenh u cos v, bsenh usen v, ¢ cosh u).
El elipsoide 7(u,v) = (asenucosv,bsenusenv, ccosu).

El cono r(u,v) = (av cosu, bvsenu, v).

El paraboloide hiperbdlico r(u,v) = (u, v, u? — v2),

El cilindro hiperbdlico r(u,v) = (acoshv,bsenh v, u).
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12.

El cilindro parabélico r(u,v) = (u, —cu?,v).

P 7.30 Determinar la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a cada
una de las siguientes superficies en el punto dado:

1.

La copa parabdlica r(u,v) = (u,v,u2 + v2) , u? + 0% < 10 en el punto
(1,2,5).

La semiesfera unidad en (1/3,2/3,2/3).
La hoja triangular z +y + 2z =1, z,y,2 > 0 en (1/2,1/4,1/4).
El cono r(u,v) = (ucosv,usenv,u) en el punto (1,0,1).

La superficie r(u,v) = (u, v, u? — 02) en el punto (1,1,0).

P 7.31 Calcular el drea de las siguientes superficies:

La porcién del cilindro z2+ 22 = a? que es interior al cilindro 22 +y? = a?.

El trozo interceptado en z? = 2zy por la esfera unidad.

La parte del cilindro parabélico y? = az interceptado por el paraboloide
de ecuacién 32 + 22 = 4azx y el plano x = 3a.

En el caso anterior, la porcién del paraboloide interceptado por el cilindro.

2

La regién que determina el cilindro 22 +y? = a® en el plano z +y+ 2 = a.

La porcién del plano 2z + y + 2z = 16, delimitada por los planos =z =
0, y=0, x+y=1.

La porcién de la esfera 2% +y2 + (2 —a)? = a?, encerrada en el paraboloide

z:x2+y2.

El trozo de la esfera z2 + 42 + 22 = a?, que estd en el interior del cilindro
% + y2 =azr.

2

La porcién del cono 22 + y? = 22 comprendida en el interior de la esfera

2% + 9% + 2% = 2ay, con a > 0.

P 7.32 Una esfera estd inscrita en un cilindro circular recto. La esfera es cortada
por dos planos paralelos perpendiculares al eje del cilindro. Comprobar que las
dreas de las porciones de esfera y de cilindro comprendidas entre esos planos
coinciden.

P 7.33 Calcular las integrales de superficie [/, ¢ J dS de las siguientes funciones
f en las superficies S que se indican:

3.

f(z,y,2) =x+y+ 2y S es la esfera de radio unidad y centro el origen.
f(x,y,2) = 2222 y S es la superficie cilindrica 2% + y? =1 con |2| < 1

f(x y, 2) = at —yt + 9?22 — 2222 + 1 y S es la porcién que el cilindro

22 4+ y? = 2z recorta en la hoja superior del cono =2 + y? = 22.
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4. f(z,y,z) es el inverso de la distancia desde el origen al plano tangente al
elipsoide S de ecuacién 422 + 4y? + 22 = 4a? en el punto (2,7, 2).

5. f(x,y,2) = (x —1)2 +y?> + 22 y S es el octante positivo de la superficie
esférica unidad.

P 7.34 Sea F(z,y,z) = (z,y, z). Calcular [[; F-ndS, siendo n el vector normal
unitario exterior a la superficie, en los siguientes casos:

1. S es el cilindro 22 4+ y? = k? con 0 < z < h.
2. S es el cono circular de altura h > 0 de ecuacién z? = 22 + y2.
3. S es el paraboloide z = 2 — (2% + y?) con z > 0.

4. S es la parte del plano 2x + y 4+ 2z = 16 cortada por z = 0, y =0 y
r+y=1.

P 7.35 Calcular las siguientes integrales:

1. ffs z dxdy, siendo S la esfera 22 +y?+ 22 = a? con vector normal interior.

2. ffs zz dydz + yz dzdx + 22 dedy, siendo S el octante positivo de la esfera
unidad con vector normal exterior.

3 // rdydz + ydzdr + z dzdy
s

(22 + g2 + 22)°/
mal exterior.

, siendo S la esfera unidad con vector nor-

P 7.36 (Segundo parcial 01) Sea S el trozo del cono z? = y? + 22, interior al
cilindro 2% + y?> = a? y situado en el octante positivo x > 0, y > 0, z > 0.
Calcular el drea de S.

P 7.37 (Septiembre 02) Sea S; la porcién de 22 + y? = 2y comprendida entre
y+ 2z =2y z=0. Obtener su drea.

7.4. Los teoremas de Stokes y de Gauss

P 7.38 (Segundo parcial 2000) Sea S el trozo de la superficie del paraboloide
z = 2% + (y — 1)? interior al cilindro 22 + (y — 2)? = 3. Sea F(z,vy,2) = (y,z, x2)
un campo vectorial. Calcular la integral [[¢rot F'- ndS, con la normal exterior
al paraboloide, directamente, usando el teorema de Stokes y usando el teorema
de Gauss.

P 7.39 (Julio 2000) Utilizando la definicién, calcular el flujo del campo vecto-
rial F(z,y,2) = (z,y,2) a través de la porcién del cilindro parabélico z = 2
limitada por los planos z = a2, y = 0, y = b (donde a,b > 0), orientada dicha
superficie de forma que la componente z de la normal sea negativa. Comprobar
el resultado utilizando, en forma conveniente, el teorema de la divergencia.
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P 7.40 (Septiembre 2000) Sea S la porcién del paraboloide z = 2% +y? situada
en el primer octante y limitada por el plano z = 1. Sea

F(z,y,2)=(y — 22 —z,2—y).
Calcular [y F-ndS, siendo n la normal interior al paraboloide. Calcular direc-

tamente la integral 350 F - dr, donde C es la curva frontera de S. Comprobar el
cdlculo anterior usando el teorema de Stokes.

P 7.41 (Segundo parcial 01) Sea S el trozo del cono z? = y? + 22, interior al
cilindro 22 + y? = a? y situado en el octante positivo z > 0, y > 0, z > 0.
Calcular el drea de S. Sea F (x,y,2) = (9527 Ty, xz) . Calcular la integral

//rotF~ndS,
s

con la normal exterior al cono, directamente y usando el teorema de Stokes.

P 7.42 (Julio 01) Calcular el flujo de salida del campo vectorial

Flo.y,2) = (@ - 1" w+1° (- 1)),
a través de la superficie cerrada
S ={(z,y,2) e R3: 22 —2$+y2+2y+22—2z:0}.

P 7.43 (Septiembre 01) Se considera el sélido V' limitado en el primer octante
por la superficie cilindrica 2 +y? =4 y los planos t =0,y =0, 2 =0, 2 = 5.
Calcular el flujo de salida del campo vectorial F (z,y, z) = (2y, 2y, 3z) a través
de la frontera S del sélido V, directamente y usando el teorema de Gauss.

P 7.44 (Febrero 02) Dada la superficie

—1<v<1

3

S(u,v) ( 1”2) 0<u<l1
u,v) = | u,v —u, —— |, <u<l,
22

1. Calcular el drea de S.

2. Calcular el flujo del campo vectorial F(z,y,z) = (x + y,z — y, ) a través
de la superficie S orientada con la normal exterior.

3. Usando el teorema de Stokes, calcular la integral de linea del campo F' a
lo largo de la curva C que forma la frontera de S.

4. Sea V el sélido limitado por S y por los planos x = 0, x = 1, z = 0.
Calcular la integral triple de la divergencia de F' en V directamente y
usando el teorema de Gauss.

P 7.45 (Segundo parcial 02) Sea § el sélido comprendido en el interior de la
esfera
2y 42t =1,

que es exterior al cono (z — 1)2 = 22 + y2. Sea S la parte de la frontera de
correspondiente a la esfera y 5o la parte de la frontera de € correspondiente al
cono. Obtener el drea de la superficie S = S1US,, frontera de €2, parametrizando
Sy y Sz. Calcular el flujo de salida del campo F (z,y,2) = (x — 2,y — 2,2) a
través de la frontera S del sélido 2, directamente y utilizando el teorema de
Gauss.
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P 7.46 (Julio 02) Sea S la superficie formada por las cinco caras superiores del
cubo0<2<1,0<y<1,0<2<1. Sea F(z,y) = (zy,0, —2%). Hallar

//rotF-ndS
S

donde n es el vector normal exterior al cubo.

P 7.47 (Septiembre 02) Se considera el sélido V' limitado por la superficie cilin-
drica 22 + 3% = 2y y los planos z = 0, y + z = 2. Calcular el flujo de salida del
campo vectorial

F(z,y,2) = (2* 4+ senz,xzy + cos z,eY)
a través de la frontera S de V.

P 7.48 (Segundo parcial 03) Sea S la porcién del paraboloide z = 22 + 32 que
se encuentra en el semiespacio 2y + z < 3. Calcular el flujo de salida del campo
F(z,y,2) = (y+ 2,2+ z,2) directamente y mediante el teorema de Gauss.
Indicacion: Utilizar las coordenadas x = rcosf, y = —1 + rsenf, z = z, para
parametrizar S.

P 7.49 (Julio 03) Sea C' la curva interseccién del plano y + v/2z = 0 con el
elipsoide 22 + 2y + 22 = 1, orientada positivamente cuando se la mira desde
un punto situado muy arriba en el eje OZ. Calcular

/ (—y+cose®) de+ydy + zdz
c

aplicando el teorema de Stokes sobre una superficie plana adecuada.

P 7.50 (Septiembre 03) Sea Q el recinto comprendido entre el exterior de un
paraboloide y el interior de un elipsoide definido por

Q={(z,y,2) €ER®: 2+ 3 <2” +4y°, 2° +4y* +2° <9}.

Sea S la superficie que limita a Q y sea F (z,y,2) = (zz,sen z,e¥). Calcular
JJs F-ndS usando el teorema de Gauss.

P 7.51 (Segundo parcial 04) Consideremos el sélido
V:{(x,y,z)€R3:x20, 0<z<y, x2—|—y2§4},
y sea S la superficie cerrada que limita a V.
1. Calcular el drea de la parte cilindrica Sy de la superficie S.
2. Calcular directamente el flujo de salida del campo vectorial
F(z,y,2) = (2,9, 2)
a través de la superficie cerrada S.

3. Calcular el flujo citado aplicando el teorema de la divergencia.
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P 7.52 (Junio 04) Sea S el octante positivo de la superficie esférica unidad.

1. Calcular la integral de superficie

/ / as.
22 +y2 + (2 —1)°

2. Calcular directamente y usando el teorema de Stokes la integral de linea
fc F-dr, donde C es la curva frontera de S orientada por la normal exterior

y

1
F(z,y,2) = (z,y,2).
($2+y2+22)3/2

P 7.53 (Septiembre 04) Sea V el sélido definido por
V={(z,y,2) ER*:2>0, y>0, 2>0, y+2<4, <6},

y sea S la superficie cerrada que limita a V. Calcular, directamente y mediante
el teorema de Gauss, el flujo de salida a través de S del campo vectorial

F(z,y,2) = (ze®, ye?, ).

P 7.54 (Segundo parcial 05) Consideremos la superficie S C R3 definida por
22 + 19?2+ 22 =4, z > 0, orientada begﬁn la normal exterior a la esfera y el
campo vectorial F (z,y,z) = (—y,yz% 2?z) . Calcular la integral de superficie

//rotF~NdS,
s

directamente, aplicando el teorema de Stokes y usando el teorema de Gauss.

P 7.55 (Julio 05) Calcular directamente y usando el teorema de Stokes la in-
tegral de linea

?{ zdz 4+ yz* dy + zz dz,
c
donde C' es la curva dada por la interseccién de las superficies

2+t +22=1, 2>0,
x2+y2:y.

P 7.56 (Segundo parcial 06) Sea S la porcién de la semiesfera
2y +22=4, 2>0,

que se encuentra en el interior del cilindro z2? + %2 = 1. Dado el campo vectorial
F(z,y,2) = (xy,yz, zx),

calcular el flujo exterior del campo rot (F') a través de S, directamente, usando
el teorema de Stokes y aplicando el teorema de Gauss.
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P 7.57 (Julio 06) Calcular el flujo exterior del campo vectorial

1
(a2 + 12 + 22)°/?

F(z,y,z2) = (z,y,2),

sobre la superficie dada por los puntos del paraboloide z = 2 — 22 — y? tales que
z>1.

P 7.58 (Septiembre 06) Hallar el flujo exterior del campo vectorial

1
F("I"7 y7 Z) = (x’ y7 z) b
(22 + 42 _1_32)3/2

sobre la esfera 22 + y? + 22 = o2

P 7.59 (Segundo parcial 07) Sea S la superficie definida por
z=1—a?—y? z+2>1
y sea F' el campo vectorial definido por
F(z,y,2) = (yz,xz,2y) .

Calcular el flujo exterior del campo F' a través de .S, directamente y aplicando
el teorema de la divergencia de Gauss.

P 7.60 (Junio 07) Sea R la regién plana interior a la curva
2

2
z Y
_— —:1'
4+2

a) Utilizar el cambio de variables u = 2/2, v = y/v/2 para calcular la integral

doble
// (8 — 22% — 4y?) dx dy.
R

b) Calcular el volumen del sélido
Q={(z,y,2) ER*: 1< 2 <9—22" — 4y°}.
c) Calcular el flujo exterior del campo vectorial
F(z,y,2z) = (8z + z, 2022, —4y2)

a través de la frontera S del sélido Q.
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P 7.61 (Segundo parcial 08) Sea S la porcién del paraboloide z + 1 = x2 + 32,
situada debajo del plano z = 1, y sea F(z,y,2) = (0,7 — 2yz,2?). Hallar
If gTot F'- NdS, donde N es la normal exterior al paraboloide, haciéndolo di-
rectamente, mediante el teorema de Stokes, y mediante el teorema de Gauss.

P 7.62 (Junio 08) Hallar el flujo del campo vectorial F (x,y, z) = (4:10, —2y2, 22)
a través de la superficie exterior del sélido

?+y¥ <z 0<2<3,
directamente y usando el teorema de Gauss.

P 7.63 (Septiembre 08) Sea S; la superficie de ecuacién z = x2 + 2y y sea
Sy la superficie de ecuaciéon z = 4 — 2. (a) Calcular el volumen del sélido @
acotado por las dos superficies. (b)Calcular el flujo de salida del campo vectorial
F (z,y,2) = (z,y, z) a través de la frontera de Q. (c¢) Calcular la integral de linea
fo F - dr, siendo C' la curva interseccién de las superficies S7 y So.
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CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 26 de Enero de 2009

Ejercicio 1. Dos fabricas se localizan en las coordenadas (—a,0) y (a,0) con
suministro eléctrico ubicado en (0,b). Determinar el punto (0,y) de manera
tal que longitud total de la linea de transmisién eléctrica desde el suministro
eléctrico hasta las fabricas sea un minimo.

$0,b)

S

Ejercicio 2. La base de un sélido es un circulo de radio r y sus secciones
transversales verticales son triangulos equildteros. Sabiendo que el volumen del
s6lido es 10 metros cibicos, encontrar el radio del circulo.

Ejercicio 3. (i) Calcular la serie de Maclaurin de la funcién

f () =In(1 - 2?),

asf como su dominio de convergencia.
(ii) Dada la serie numeérica
o0
e
(n+1)3n+1’

n=0

estudiar su cardcter y calcular su suma.

NOTA: Cada €jercicio se entregara en folios independientes, cada uno
encabezado con su nombre y apellidos.
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CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Examen Parcial. 13 de Junio de 2009
Ejercicio 1.
(a) Encontrar y clasificar los puntos criticos de la funcién

flz,y) =3ze’ —a® — e, (z,y) € R®.

(b) Hallar el plano tangente a la gréfica de f en el punto (0,0, —1).

(¢) Calcular la distancia minima del punto (1,0, 1) al plano tangente obtenido
en (b), usando el método de los multiplicadores de Lagrange.

Ejercicio 2.
Sea R el paralelogramo limitado por las rectas t —2y =0,z —2y =4, 3z—y = 1,
3z —y = 8. Calcular la integral doble

-2
/ / T2 da dy.
3z —y
R
Ejercicio 3.

Sea S la porcién del paraboloide z = x% + y2, que estd por debajo del plano
z =z, y sea F(x,y,2) = (—xz,,y°). Hallar el flujo [[jrotF - NdS, donde
N es la normal exterior al paraboloide, haciéndolo directamente, mediante el
teorema de Stokes, y usando el teorema de Gauss.

NOTA: Cada €jercicio se entregard en folios independientes, cada uno
encabezado con su nombre y apellidos.
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CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Examen Final. 1 de Julio de 2009
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1.

(a) Dibujar un rectangulo inscrito en el semicirculo y = v/25 — 22, con uno de
sus lados en el eje x.

(b) Calcular las dimensiones y el drea del rectdngulo del tipo descrito en (a)
que tiene drea maxima.

Ejercicio 2. Determinar la convergencia o divergencia de la integral
/ < dx
0 ver —1 '
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Dada la integral iterada

/1/ e
01 z? 4y v

(a) Dibujar la regién de integracion.
(b) Transformar la integral a coordenadas polares.

(¢) Calcular dicha integral.

Ejercicio 4. Sea S la porcién del elipsoide x? + 32 + 322 = 1, situada encima
del plano z = 0 y sea F (z,y,z) = (3? +13,2y —e*, -3z — 1). Calcular el flujo
de F a través de S en la direcciéon exterior al elipsoide.

NOTA: Cada €jercicio se entregara en folios independientes, cada uno
encabezado con su nombre y apellidos.
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CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxamen de 1 de Septiembre de 2009
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. En un circulo de radio a se toma un didmetro POQ. Sobre la
perpendicular al circulo en el punto O y a una altura h se encuentra el punto V.
Consideremos la pardbola con vértice en el punto V' y que pasa por Py (. Sea
el tridngulo de vértices A, B, C, donde A y B estan sobre el circulo y C' sobre
la pardbola, todos ellos en un plano perpendicular al didmetro POQ. Calcular
el volumen del sélido generado al mover el tridngulo ABC' desde P hasta Q.

Ejercicio 2. Hallar la serie de Maclaurin para la funcién

f(x) =

(1 —=)*

determinando su radio de convergencia.
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Hallar los extremos absolutos de la funcién

1 . 1
f(zy) = 5333 - Z$+y2,
sobre el disco unidad D = {(z,y) € R? : 2% 4+ y* < 1}.
Ejercicio 4. Dada la regién plana

R:{(x,y)€R2:0§y§\/2x—x2, le},

sea C' la curva frontera de R con orientacién positiva. Calcular la integral

?{ —y?dx + x dy,
c

directamente y usando el teorema de Green.



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Segundo Examen Parcial. 13 de Junio de 2009

Ejercicio 1.
(a) Encontrar y clasificar los puntos criticos de la funcién

f($7y):3xey_$3_63y7 <xay) €R2'

(b) Hallar el plano tangente a la grafica de f en el punto (0,0, —1).

(c) Calcular la distancia minima del punto (1,0, 1) al plano tangente obtenido
en (b), usando el método de los multiplicadores de Lagrange.

Solucién.
(a) Los puntos criticos de la funcién se obtienen resolviendo el sistema

fo=3eY —32% =0,
fy=3we¥ — 3% = 0.

Sustituyendo la primera ecuacién ¢V = 22 en la segunda, tenemos que z3 = 29,

luego 23 (:U3 — 1) = 0. Dado que 22 = eV > 0, el valor z = 0 no es solucién
del sistema. Por tanto x = 1, y = 0 es el dinico punto critico de la funcién.
Para clasificarlo, calculamos f., = —6x, fzy = 3¢¥ = fyz, fyy = 3we? — 9e3Y,
por lo que el determinante

H (1,0) = det [_g _2} =36—-9=27>0.
Dado que la entrada a;; = —6 < 0, concluimos que f tiene un méximo local

en (1,0).

(b) El punto (0,0, —1) pertenece a la grafica de f porque f(0,0) = —1.
Dado que f;(0,0) =3y f,(0,0) = =3, la ecuacién del plano tangente a la
grafica de f en el punto (0,0, —1) es z+ 1 = 3z — 3y, es decir 3z —3y —z = 1.

(c) Aplicaremos el método de los multiplicadores de Lagrange a la funcién
cuadrado de la distancia al punto (1,0,1) definida por

h(x,y,z) = ($— 1)2+y2+ (Z_ 1)27
sujeta a la restriccion g (z,y,2) = 3z — 3y — z = 1. El sistema Vh = AVyg es

2(x—1)=3)\,
2y = =3,
2(z—1)=-\



Entonces, x —1 = —y = =3(2 — 1), lo que implica z =1 -y, 2z =y /3 + 1.
Sustituyendo en la restriccién 3z — 3y — z = 1, obtenemos

Y 19 3

porlo que z =16 /19 y z = 20 /19. El punto del plano mds cercano a (1,0, 1)
es (16 /19,3 /19,20 /19) y la distancia minima es

. 16 2 7/3\? /20 2 V19
e (B (B (B ) -




Ejercicio 2.
Sea R el paralelogramo limitado por las rectas x — 2y = 0, z — 2y = 4,
3r —y =1, 3x —y = 8. Calcular la integral doble

//:C_dexdy.
3 —y
R

Solucién. Definimos dos nuevas variables ©w = x — 2y, v = 3x —y. Aplicando
el teorema del cambio de variable,

=T ] -

Calculamos el determinante jacobiano del cambio inverso

0 (u,v)  det [1 —2} 5,

‘ du dv.

7

0 (z,y) 3 —1

por lo que el determinante jacobiano del cambio de variable es
I(z,y)| 1
d(u,v)| 5

En consecuencia,

_ 8
//a: 2ycl:vdy:1 udu 1 dv
3z —y 5) 1 v

R




Ejercicio 3.

Sea S la porcién del paraboloide z = 22 4+ y2, que estéd por debajo del plano
z =,y sea F(z,y,2) = (—zz,z,y%). Hallar el flujo [[;rot F-NdS, donde
N es la normal exterior al paraboloide, haciéndolo directamente, mediante el
teorema de Stokes, y usando el teorema de Gauss.

Solucién. En primer lugar, calculamos el rotacional del campo vectorial

ik
rotF=VxF=|D, D, D, |=(2y,—z,1).
—xz P

Parametrizamos la superficie S mediante S (z,y) = (:L‘, y, 2 + y2) , donde
2?2 +y? < z. El producto vectorial fundamental es

k

Sy X Sy = 2z | = (—2z,—2y,1).

O = e
= O e

[\
<

En el punto S (0,0) = (0,0,0), el vector S, x .S, (0,0) = (0,0, 1) apunta hacia
el interior del paraboloide. Entonces, la normal exterior N tiene la direccion
opuesta al vector S; x Sy,.

Calculamos directamente el flujo exterior

// rot F-NdS=— // 2y, —z,1) - (—2z,—2y,1) dx dy
S

z2+y?2<z
= // (2zy — 1) dz dy.
22 +y? <z

Para calcular esta integral doble, usamos coordenadas polares, por lo que
el recinto de integracién es

{(r,@):—gSGSg, 0§r§cos€}.



Entonces

1 cosb 0 2 2 1+ cos?20
5([_ 6 } _/z 2 de)

Aplicando el teorema de Stokes, el flujo exterior

//rotF-NdS:}I{F-dr,
S C

donde C' es la curva frontera de S orientada positivamente por la normal

exterior al paraboloide N. Observemos que C es la interseccién del plano
z = x con el cilindro

1\? 1)\?
x2+y2:$<:><m—§> +y2:<§).

Parametrizamos la curva C mediante

(t) 1+1 tl t1+1 t 0<t<2
r = | = — COS — sen = — COS .
2 2 "2 22 ’ -

Dado que r(0) = (1,0,1) y (7 /2) = (1/2,1/2,1/2) la curva C tiene la
orientacién opuesta a la inducida por N. En consecuencia,

ﬁF-dr——/:ﬂF(r(t)).r'(t) dt

4 2

T 1 9 1 1,
——/ = (1+cost)”sent+ — (1 4+ cost)cost — <=sen’t | dt
s \8 4 8

1 [2r 1 /271 ot 1]t 212"
———/ cos? tdt = ——/ S rcoss dt = —= | =+ =on
0 0 2 4|2 4,

/QW 1(1+ t)21+1 £ L sent Lent, L cost, —% sent
= — —_— COS b — COS T, — Ssen | —=SsSent, - CoSt, —— sen
0 4 2T 27" T2

)



Si consideramos el sélido Q cuyas fronteras son S'y la superficie T', definida
por 22 + y? < x, z = x, el teorema de la divergencia de Gauss implica que

//rotF NdS = ///le (rot F) dzdy dz = 0.

SUT

Entonces el flujo exterior verifica

//rotF-NdS:—//rotF-NdS.
S T

Si definimos la parametrizacién T (z,y) = (z,y,z) donde 22 + y? < z, el
producto vectorial fundamental

T, x T, = = (~1,0,1).

O = e
— O~
o~ R’

En consecuencia,

//rotF NdS=- // (2y, —x, (—=1,0,1) dzdy

z2492<z

- // (1 —2y)dzdy

2+y2<$

cos 6§
/ (1 —2rsenf)rdrdd
0

\

SIE] ol

cos 6

22
— §r3 sen 9] df

| — |
vo| 3

o/n% 0
z 2 2
:—/2% (COZ 0 —500539sen9> do
o Q+sen26 %(30849 2
N 2 4 34 | &

N N



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxzamen de 1 de Septiembre de 2009
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. En un circulo de radio a se toma un didmetro PO(Q). Sobre la
perpendicular al circulo en el punto O y a una altura h se encuentra el punto
V. Consideremos la pardbola con vértice en el punto V' y que pasa por Py
Q. Sea el tridangulo de vértices A, B, C, donde A y B estén sobre el circulo y
C sobre la parabola, todos ellos en un plano perpendicular al didmetro POQ.
Calcular el volumen del sélido generado al mover el tridngulo ABC' desde P
hasta Q.

Solucién. Elegimos un sistema cartesiano de coordenadas con centro en el
punto O, eje = que contiene el didmetro POQ, eje y en el plano que contiene
el circulo de radio a y eje z que contiene el segmento OV. En primer lugar,
obtenemos la ecuacién de la pardbola PV Q. A partir de la ecuacién general
de una pardbola y (z) = pz® + gz + r, su vértice verifica y(0) = r = h y
ademds 3 (0) = ¢ = 0. Entonces y (z) = px? + h. Dado que la pardbola pasa
por los puntos P = (—a,0) y @ = (a,0), tenemos que

h
y(ia):pa2+h:O:>p:—$.

Por tanto, la ecuacién de la pardbola, que coincide con la altura del tridngulo
ABC, es



Observemos que la base del tridngulo ABC es la distancia entre los puntos del
circulo 22 +y? = 1, cuyas coordenadas son <x, a? — x2> y (ZL‘, —Va? — w2>.

Es decir, la base es 2v/a? — 22. En consecuencia, el drea de la seccién trian-
gular es

M) = V= (= ) = 5 (@), cagase

El volumen del sélido generado al mover el tridgngulo ABC', desde P hasta
@, se obtiene integrando el drea de las secciones triangulares

“ h ¢ 3/2 2h [ 3/2
V= 7aA(a:) da:z; (a2—x2) dmz; ; (a2—x2) dx

2%, /2
fﬁ ;

—a

/2
a* cos* 0.df = 2ha® / cos* 0 do,
0

usando el cambio de variable © = asenf, —7 /2 < 6 < 7 /2. Para encontrar
una primitiva, tenemos que

1 20\? 1
cos* 0 = (%) =1 (1 + 2cos 20 + cos? 20)

1+ cos49>

1
_Z<1+2COS29+ 5

1
:§<3+4C0829+COS49).

Asi concluimos que el volumen es

2ha2 /2
V= SCL/ (3 + 4 cos26 + cos40) db
0
2 3 /2
:hi 39+286n29+5€n49
1 1,
ha?37 3 .
=y g™



Ejercicio 2. Hallar la serie de Maclaurin para la funcién

X

f(m):m

determinando su radio de convergencia.

Solucién. Derivando la serie geométrica

o

1
1_x:Zx”, —-l<x<l,

n=0
obtenemos -
1 n—1
—_— = nT —-1l<z<l.
TP P
Entonces la serie de Maclaurin es

f(x)—ﬁ—;m:”, “l<z<l.

El radio de convergencia de la serie de potencias es

R = lim

n—oo

an+41

por lo que la serie es absolutamente convergente en el intervalo (—1,1). En
los extremos z = —1 y x = 1, las series numéricas

(=D)"ny Y on
n=1

son divergentes porque no cumplen la condicién necesaria de convergencia.

e}

n=1



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Ezxzamen de 1 de Septiembre de 2009
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Hallar los extremos absolutos de la funcién

1 1
f(xay) = 51'3 - Zx+y27

sobre el disco unidad D = {(z,y) € R? : 2% + 32 < 1}.

Solucién. En primer lugar, determinamos los puntos del interior del conjunto
D, es decir 22 + 9% < 1, que verifican

Vi) = (- 1) = 0.0),

obteniendo los puntos criticos P; = (—=1/2,0)y P» = (1/2,0), que pertenecen
al interior de D. Para analizarlos, calculamos la matriz hessiana

_ Jra [z o 2z 0
wen= (7 4)=(%52)

En los puntos P, y P>, dicha matriz es

H(—1/2,0):<_(1) g) H(1/2,0):<(1) g)

En el punto P el determinante es —2, luego f tiene un punto de silla y en
dicho punto no se alcanzan los valores extremos de f. En el punto P» el
determinante es 2 y fzr =1 > 0, por lo que f tiene un minimo local en Ps.
Para analizar la funcién en el circulo unidad z? 4+ 32 = 1, aplicamos el
método de los multiplicadores de Lagrange, resolviendo el sistema dado por

Vf(z,y)=AVg(z,y)
y la restriccion g (z,y) = 22 +y? = 1. Las dos primeras ecuaciones son

2 1

T —4:2)\30,

2y =2\y,

La segunda ecuacién implica que (1 —A)y = 0 por lo que A = 1 o bien
y = 0. Si A = 1, usando la primera ecuacién, tenemos que x> — 2z — 1 /4 =0,

luego
24+1+1 V5

4



Usando la ecuacién 22 + y? = 1, tenemos

x—l—\/?5:>y2—1—a:2—1—<1—\/5+2>—\/_—Z>O,

5 5 5
x—1+§:>y2—1—x2—1—<1+\/5+1>——\/5—Z<0.

Dado que la segunda desigualdad y? < 0 es imposible, el tinico valor de z es
el primero. Asi obtenemos los puntos

sz(l—é, \/_—§) y P4:<1—£ \/_—§>.

2 4 2 4

Si y = 0 entonces la ecuacién de la restriccién implica que 2 = 1, lo que
proporciona dos nuevos puntos

P5:(170) y PGZ(_17O)'

Los valores de la funcién f en dichos puntos son

1 1 1

o J(Ps) = (P) 101503, f(P5) =7, f(Rs) =5

f(P)=— B

luego el maximo absoluto de f se alcanza en P3 y P4, mientras que el minimo
absoluto de f se alcanza en Py y Pg.



Ejercicio 4. Dada la regién plana

R:{(x,y)ERQ:()gyg\/Zx—a:?, 3321},

sea C' la curva frontera de R con orientacién positiva. Calcular la integral

7{ —y?dx + x dy,
C

directamente y usando el teorema de Green.

Solucidén.

0.8
C2
0.6
Cs
0.4

0.2

C1
1.2 1.4 1.6 1.8 2

La curva frontera de R con orientacién positiva verifica C' = C; UCy U Cs,
donde C se parametriza con r; (t) = (£,0), 1 <t < 2. Observemos que Cs es
el trozo de la circunferencia

y2:Qx—xQ<:>a:2—2$+y220<:>(x—1)2+y2:1

tal que z > 1, y > 0. Entonces 72 (t) = (1+cost,sent), 0 < ¢t < 7/2,
es una parametrizacién de Cs. Finalmente, parametrizamos C3 mediante
rg(t) = (1,1 —1¢), 0 <t¢ < 1. Calculamos las integrales de linea

2
/ —dex—i-a:dy—/ 0dt =0,
C1 1

/2
/ —y? da:—i—xdy—/ [—sen®t (—sent) + (1 + cost) cost] dt
Co 0

/ sen® t + cos t+cost) dt

/2 1 2t
/ [ 1—005 t) 5ent+ﬂ+cost} dt

o

0 2
3¢ t+sen2t+ tﬂ/Q
- sen
2 4 0
1 =x 5
=]l—=4+—=—4+1==4 -
stIt T3t



1
/—yzdac—i-a:dy—/ —dt = —1.
Cs 0

En consecuencia, el valor de la integral es

é ) 2
2
A Yy axr +xay 3+4 3+

El teorema de Green asegura que

chdeery—//(Qx—Py) dzx dy.
R

La regiéon R = {(a:,y) ER?:1<x<2, 0<y< v2x—x2}, por lo que

j{—yzdx+a:dy://(1+2y) dx dy
¢ R
://dwdy—i—//dexdy
R R

T 2 V2zr—x2
——+/ / 2ydy | dz
4 1 0

2
T o1 V2r—22
1+ [T @
77 2
:—+/ (2$—:ﬂ2)d$
4 )

372

_r 2 _ ¥
-5,
T 8 1
7+ (1-3)-(-3)
_T,2
4003



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon

Examen Final. 5 de Julio de 2010
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Sea L la recta tangente a la grafica de la funcién y = Inx
en el punto (a,b) tal que Ina > 1. Sea (0, ¢) el punto en el que L corta
al eje y.

(i) Calcular la distancia ente los puntos (0, ) y (0, c).

(ii) Hallar el drea de la regién acotada por el eje x, el eje y, la recta L
y la gréfica de y = In x.

Solucién. (i) La ecuacién de la recta L es

1
y—b—a(ac—a).

La coordenada ¢ del punto en el que L corta al eje y verifica

1
—b==(0—
c-b=1(0-a),
por lo que ¢ = b— 1. Entonces, la distancia ente los puntos (0, ) y (0, ¢)

esb—c=1.

(ii) El drea de la regién acotada por el eje x, el eje y, larectay = by
la grafica de x = e¥ menos el drea del tridngulo con vértices (a,b), (0,b)
y (0,¢), es el drea pedida. Entonces

b
a a a
A: yd __:b_].——: —]_——:
/0‘6 Y 5 & 5 a 5 5 s

porque b = Ina < €’ = a.



Ejercicio 2.

(i) Derivacién e integracion de series de potencias.

(ii) Calcular la suma de la serie

o0
2 : n+1
non’

n=1

Solucién. Integrando la serie geométrica

obtenemos

m(l+a)=Y (-1)" ;f+ =Y (=

Entonces, la suma de la serie es

e}

1

n+1

R i
> (= n5" n<+5> n(

n=1

5

)



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon
Examen Final. 5 de Julio de 2010
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Calcular los extremos absolutos de la funcién
flay)=2"+y"+2+a+y+z

sobre el conjunto D = {(z,y,2) ER3 : 22 + 12 + 22 <1, y+2=1}.

Solucién. Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, calcu-
lamos los extremos de f sujetos a la restriccién g (x,y, z) = y+2—1= 0.
Resolvemos el sistema V f = A\Vg, dado por

2¢+1=0,
20 + 1=\,
2z4+ 1=\
La solucién es © = —1 /2, y = z, por lo que la restricciéon y + z = 1

implica y = z = 1/2. Dado que el punto P, = (=1/2,1/2,1/2)
satisface la desigualdad z? + y? + 2% < 1, hemos obtenido un candidato
a extremo.

A continuacion, obtenemos los extremos de f con las restricciones

g(l’,y,Z):y—l-Z—l =0,
h(z,y,2)=2+y*+22—1=0.
Para ello resolvemos el sistema V f = AVg 4+ uVh, dado por
20 +1=2uz,
2y + 1=+ 2uy,
224+ 1=X+2pz.
Restando la tercera ecuacién de la segunda
y—z=py—2)<=y—2(1—p)=0<=p=1 obien y ==z

Si ;1 = 1 entonces la primera ecuacion es 2z + 1 = 2z, lo que es una
contradiccién. Por lo tanto, y = z, lo que implica, usando y 4+ z = 1,
que y = z = 1 /2. La segunda restriccién 22 + y? + 22 = 1 implica que
72 =1-1/4 —1/4 = 1/2. En consecuencia, obtenemos los puntos

P=(-1/v2,1/2,1/2)y Ps=(1/V2,1/2,1/2).

3



Finalmente, evaluamos los valores de f en los tres puntos obtenidos

f(P)=f(-1/2,1/2,1/2)=3/4+1/2 =5/4 =1.25,
f (P Zf( /\f 1/2, 1/2)_2—1/\f~129289
f(P =f( /\/_ 1/2, 1/2)_2+1/\/_~270710

En consecuencia, el maximo absoluto se alcanza en P; y el minimo ab-
soluto en P;.



Ejercicio 4. Sea S la porcién del paraboloide z = 2 — 22 — 3% que se
encuentra en el interior del cono z = /22 + y2. Dado el campo vectorial
F(x,y,2) = (y, 2z, zz) , calcular el flujo exterior del campo rot F' a través
de S, directamente, usando el teorema de Stokes y aplicando el teorema
de Gauss.

Solucién. La interseccién del paraboloide z = 2 — 22 — 42 con el cono
2 = /22 + y2 verifica z = 2 — 22 con z > 0. La solucién de la ecuacién

224+2—2=0es
z—_li‘/1+8—{ 1
=5 =)_3

Por tanto, la interseccién es la circunferencia x? + y? = 1, contenida en
el plano z = 1. Como los puntos de la superficie S estén en el interior
del cono, sus coordenadas verifican 1 < 2z = 2 — 22 — 9% < 2, lo que
implica 0 < 22 + y? < 1. Entonces, elegimos la parametrizacion

S(x,y) = (x,y,Q—xQ—yz) donde 0 < 2% +4% < 1.

El producto vectorial fundamental es

ik
Sy xSy=11 0 —22|=(22,2y,1).
0 1 —2

En el punto S(0,0) = (0,0,2), el vector S, x S, (0,0) = (0,0,1)
apunta hacia el exterior del paraboloide. A continuacién, calculamos el
rotacional del campo F',

i j k
rot F=VxF=|D,D,D,|=(0,—z1).
Yy 2x zx

Entonces,

rot F' (S (z,y)) - (Se x Sy) = (0,2 +y* — 2,1) - (2z,2y,1)
="+ —-2)2y+ 1.



El flujo exterior del campo rot F' a través de S es

//rotF~NdS: // [(2? + 9> —2) 2y +1] dady

r24y2<1

1 2
:// [(r2—2)2rsen9+1}rd0dr
o Jo
1

:/ [2r% (2 — 7%) cos 0 + 7] 3” dr

0

1 r2 1
:27r/ rdr =2 [—} = T.
0 2 o

El teorema de Stokes asegura que

//rotF‘NdS:]{Fdr,
c
S

donde C es la curva frontera de S, es decir, la circunferencia 2 +1% = 1,
contenida en el plano z = 1. Parametrizamos C' mediante

c(f) = (cosf,senf,1) donde 6 € [0,27].

Observemos que la orientacién inducida por la normal exterior al
paraboloide coincide con la orientacién de C'. Calculamos la integral de
linea

2m 2m
/ Flc(9)] - (0) d@z/ (senf,2cosf,cosf) - (—senb,cosh,0) dd
0 0
27
:/ (2 cos? ) — sen? 9) do
0

cos 20 + cos? 9) do

1 20
cos 20 + H%) df

27
:/ <1+3c0320) o
0 2

[9 N 3 sen 29] 2
2 4 0

Si consideramos el sélido () cuyas fronteras son S y la superficie 7T
definida por 22 +4? < 1, z = 1, el teorema de la divergencia de Gauss

implica que
//rotF‘NdS: ///divrothxdydz =0.
Q

sSuT

I
O\
¥
—~

= T.

6



Entonces el flujo exterior de rot F' a través de S verifica

//rotF-NdS:—//rotF-NdS.
S T

Si definimos la parametrizacion T (z,y) = (x,y,1) donde 2? +y* < 1, el
vector normal con orientacién exterior es N = (0,0, —1). En consecuen-

cia,
//rotF-NdS:— // (0,-1,1) - (0,0, 1) dz dy
S

x24+9y2<1

:// dvdy = .

x24+92<1



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Primer Examen Parcial. 4 de Febrero de 2010

Ejercicio 1. Se considera un circuito de carreras compuesto por dos tramos
rectos paralelos de la misma longitud, unidos en ambos extremos por sendas
semicircunferencias. Si la longitud total del circuito es L, determinar sus
dimensiones de modo que el drea del rectdngulo central sea méxima. ;Qué
ocurre si se desea maximizar el drea total?

Solucién. Sea z la longitud de cada tramo recto y sea d el didmetro de la
semicircunferencia. Entonces, la longitud total del circuito es L = 2x + nd,

lo que implica que
L -2z
d= .
T

El drea del rectdngulo central es

B Lx — 222

A(z) =dx , v€(0,L/2).

Los puntos criticos de esta funcién son la soluciones de A’(z) = 0 en el

intervalo (0, L/ 2). Resolvemos la ecuacién

_L—4£L‘
o

=0 = z=

Al(x)

Observemos que A'(z) > 0siz < L/4 y que A'(z) < 0siz > L /4, luego
la funcién es creciente en el intervalo (0, L /4) y decreciente en el intervalo
(L/4,L/2). Por tanto, con las dimensiones x = L /4 y d = L /27 el érea
del rectdngulo central es méxima.

El drea total de la region cuya frontera es el circuito viene dada por

d\?> Lz — 222 L—2x\?
T(x):d:v+7r<§> = xﬂ ° +7r< 27rac>

_Lm—2$2+L2—4L:ﬂ+4$2 L? — 42?

T A7 A’

donde x € (0, L/ 2). Calculamos

8x 2z
T (z)=——=-=—<0
para todo = > 0. Entonces, el drea total es una funcién decreciente en el
intervalo abierto (0, L/ 2) por lo que no existen méximos ni minimos en dicho

intervalo.



Ejercicio 2. Hallar el valor real a que hace convergente la integral impropia

/OO 2x a d
— X
o \z2+1 2z+1 ’

y calcular el valor de la integral.

Solucién. El integrando verifica

2z a  (d—a)a?+20—a 2r —4
2+1 2x+1 (224+1)2x+1) (22+1)(2z+1)

para el valor a = 4. Descomponemos la integral impropia para a = 4 mediante

/00 20 4 dx_/l 2¢ — 4 J
o 211 2+1) T ), @ D+ "

n / *° 2z — 4 i
x?
1 @2+ 2z +1)
El criterio de comparacién por limites (cuando z — oo) implica que la
integral impropia tiene el mismo cardcter que la integral convergente

Calculamos el valor de la integral

> 2x 4 s , .
/0 <a:2+1 _2x+1> dx—blggo [ln(w +1)—21n(2;p+1)]0

. 2 +1
= lim In { ———
b—oo (264 1)

. b2 +1
:ln hm—2
b—oo (204 1)




Ejercicio 3.
(a) Obtener la serie de Maclaurin de la funcién

2 1

asf como su dominio de convergencia.
(b) Dada la serie numeérica

2[(%1)—%] 5%

estudiar su cardcter y calcular su suma.

Solucién. (a) El desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién

[e.9]

2 ~1 1
z—2 1_9:/2:—22—”;13”, ve (=22,

n=0

Observemos que

(1—x)2_%<1—x>_%<§$ > _;mr I*Z(n—l—l)x,

n=0

donde z € (—1,1). Sumando los desarrollos obtenidos, tenemos que

e}

2 1 1 N
$_2+(1_$)2:Z{(”+1)_2—n}$ , ze(-1,1).

n=0

(b) La serie numérica es el valor de la serie de Maclaurinenz = 1/5 € (—1,1),
por lo que es convergente y su suma es
2 1 65

= — ~ (0.4513889
1/5—2 + (1—1/5)?2 144




CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicacién
Sequndo Examen Parcial. 16 de Junio de 2010

Ejercicio 1.

Hallar los puntos del cono z2

= 22 + 92 més cercanos al punto (4,2,0).

Solucién. Aplicaremos el método de los multiplicadores de Lagrange a la
funcién dada por el cuadrado de la distancia al punto (4,2,0), es decir,

f(xayaz) = ($—4)2+(y—2)2+z2,

sujeta a la restriccién g (z,y,2) = 22+ y> — 22 = 0.

El sistema de ecuaciones V f = AVg es

2(x—4)=2\zx,
2(y —2) =2y,
2z =—-2)\z.

La tercera ecuacién del sistema es (1 + A\)z = 0, lo que implica que z = 0,
o bien A = —1. Si z = 0, sustituyendo en la restriccién 2% + y? — 22 = 0,
obtenemos 22 + y? = 0, lo que implica * = y = 0, que contradice las dos
primeras ecuaciones.

Por tanto, A = —1. Para este valor, las dos primeras ecuaciones son
r—4 = —x, y— 2= —y, cuya Unica solucién es x = 2, y = 1. Usando la
restriccién, obtenemos 22 = 22 + y? = 5.

Entonces, los puntos del cono mds cercanos al punto (4, 2,0) son (2, 1, \/5)

vy (2,1,—V5).



Ejercicio 2.
Sea V el sélido definido mediante las desigualdades

x2+y2§zz, 0<z<2.

Calcular la integral triple
/// (1‘2 + 2 + 22)3/2 dr dydz.
v

Solucién. Usando coordenadas esféricas, las desigualdades que definen el
sélido son 0 < sen¢ < cos¢, 0 < pcos¢ < 2. Entonces

V={(p0,¢)eR*:0<0<2m, 0<¢<m/d, 0<p<2/cosd}.

Cambiando a coordenadas esféricas, la integral triple verifica

3/2 2 pm/4 p2/cos¢
/// (:E2+y2+22) d:cdydz:/ / / p2p? sen ¢ dp do d
0o Jo 0
1%

2 pm/4 pG 2/cos ¢
:/ / [—} sen ¢ do df
o Jo 6 |

5 pr2m pmw/4
_r / SN b dp
3Jo Jo

cos® ¢
25 21 1 /4
S
3 Jo [Hcos?o],
95 p2m w/4

-5/ [(\/5)5—1} do

0
:f—; (4\/5— 1) o
_64(4v2-1)
a 15

.



Ejercicio 3.
Calcular la integral de linea

j(I{ e da + (z + z)seny® dy + (y2 — 2?4+ 2yz) dz,
C

siendo C' la curva obtenida por la interseccion del plano x 4+ y + z = 3 con los
planos coordenados, indicando la orientacién de C elegida.

Solucién. El teorema de Stokes asegura que § cF.dr = I gTot F - N dS,
donde S es el tridangulo contenido en el plano z +y+ 2z = 3 cuya frontera es la
curva C'. Elegimos la orientacién positiva inducida por el vector normal de la
ecuacion implicita del plano, es decir N = (1,1,1). Calculamos el rotacional
del campo vectorial

i j k
rotF=| D, D, D,
e (z+2)senyy? — 22 4 2yz

= (2y + 2z —seny?, 2z, sen y3) .

La superficie S se define mediante xt+y+2 =3, 2 >0,y > 0, z > 0. Usando
la parametrizacién S (z,y) = (z,y,3 — 2z —y),donde z > 0,y > 0, z+y < 3,
el producto vectorial fundamental es

i j ok
SexSy=|1 0 —1|=(1,1,1).
0 1 -1

Observemos que el vector normal elegido coincide con S, x §,. Calculamos
el flujo

//rotF NdS = // — 2z —seny?®, 2 seny) (1,1,1) de dy

—6// dx dy = 6 area (T),

donde T = {(z,y) e R*: 2 >0, y >0, z+y <3} es un tridngulo con base
3 y altura 3. Entonces, la integral de linea

]{ F.dr:6><9:27.
c 2



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon
Segunda Convocatoria, 8 de Septiembre de 2010
PRIMERA PARTE

Ejercicio 1. Un operario taladra un orificio con un radio r a través del
centro de una esfera de metal de radio R.

(a) Encontrar el volumen del anillo esférico resultante.

(b) Si R =5, calcular el valor de r tal que el volumen del anillo esférico
sea la mitad del volumen de la esfera.

Solucion:
(a) Usando la simetria del anillo esférico, podemos generar la mitad de
dicho anillo girando alrededor del eje y la regiéon comprendida entre el
segmento x = r, la porcién de la circunferencia 22 + y? = R? situada en
el primer cuadrante y el eje z.

Mediante el método de las capas, el volumen del anillo es

R R
V:47T/ $‘/R2—l’2dl‘:47r [_% (R2—ZL‘2)3/2:| :%(R2—7“2)3/2.

r

(b) Si R =5, la mitad del volumen de la esfera es 2753 /3. Entonces

2w5%  Arn 9 o\ 3/2 53 2/3 9 9 1
5 :?(5 —T) = E =5 —-r‘sr=5 1—%




Ejercicio 2. Se considera la serie de potencias
i 3" (z—2)"
n=1 n

Determinar su radio de convergencia, su dominio de convergencia y su
funcién suma.

Solucién. El radio de convergencia de la serie es

3n
n n+1 1
R = lim = lim —2— = lim ==
n—00 | Ap41 n—00 3n+1 n—oo  3n 3
n+1
La serie converge absolutamente en el intervalo abierto |z — 2| < 1/3.
Estudiamos la convergencia en los puntos terminales z —2 = —1/3 y

x —2=1/3. En el primero, la serie
i (-1)"3" (5)" ZOOI (-1)"
n=1 n n=1 n
es convergente por el criterio de Leibnitz. En el segundo punto, la serie
00 an (1\7 00
>rk-y
n=1 n n=1 n

es divergente por el criterio integral. En consecuencia, la serie es con-
vergente en el intervalo —1 /3 <2 —-2<1/3<«=5/3<x<7/3.
Para sumar la serie, definimos z = 3 (a: — 2). Entonces,

oo o0

n=1

para z € [—1,1). La derivada de esta serie es

o0 [e.e] 1
Zz"ﬂ:Zz”: T —1<z<1.
n=0

n=1

Integrando ambos términos, obtenemos
Z—: In(l-2), —-1l<z<l,
lo que implica que

iw:—1n(1—3(m—2)):—ln(7—3x), §<x<;

n=1



CALCULO
Primer curso de Ingeniero de Telecomunicaciéon
Segunda Convocatoria, 8 de Septiembre de 2010
SEGUNDA PARTE

Ejercicio 3. Una caja rectangular se coloca en el primer octante con un
vértice en el origen y las tres caras adyacentes en los planos coordenados
como muestra la figura. Ademés, el vértice P = (x,y, z) con coordenadas
x>0,y >0, z> 0, pertenece al paraboloide de ecuacién 2% +y?+2z = 1.
Hallar el punto P que maximiza el volumen de la caja.

Pr:i z)

Solucién. Aplicamos el método de los multiplicadores de Lagrange al
volumen V (z,y, z) = xyz, resolviendo el sistema dado por la ecuacién
VV (z,y,2) = A\Vg(z,y,2), donde g (z,y,2) = 2> +y* + 2 =1, 2 > 0,
y >0, z > 0. Las tres primeras ecuaciones son

yz =2z,
rz=2\y,
xy =M.

La tercera ecuacién implica que yz = 22%y, vz = 2xy%. Usando que
y >0, x > 0, obtenemos z = 222 = 2.

Entonces g (z,y,2) = 2/2 +2/2 + 2z = 1, por lo que z = 1/2.
Dado que 222 = 1/2, 2y*> = 1/2, donde = > 0, y > 0, el punto P que
maximiza el volumen de la cajaes P = (1/2,1/2,1/2) y el volumen
méximo es 1 /8.



Ejercicio 4. Consideremos la superficie S C R? definida por
A =4, 2>0,

orientada segin la normal exterior a la esfera y el campo vectorial
F(z,y,2) = (—y,yz%,222) . Calcular la integral de superficie

//rotF-NdS,
S

directamente, aplicando el teorema de Stokes y usando el teorema de
Gauss.

Solucién. En primer lugar, calculamos el rotacional del campo vectorial

ik
rot '=| D, D, D, |=(—2yz —2xz1).
—y y2? 2%z

Dado que z = /4 — 22 — y2, parametrizamos la superficie S mediante

S(x,y) = (I,y,\/4—x2—y2>, (z,y) € D,

donde D = {(z,y) € R?: 2% + y* < 4}. El producto vectorial funda-
mental es

i k
—x
1 0 —/—m T Y
Sy XS, = 4—x2—9y? | = ,
Y 01 —y v <\/4—x2—y2 N
4 — a2 — 2

y tiene la orientacién exterior a la esfera porque S, x S, (0,0) = (0,0, 1).
Calculamos directamente

7]-)7
y2

//rotF NdS = //rotF (x,y)) - Sz X Sy dxdy—// 1 —4xy) dedy

/ / 1—47‘ sen@cos@) rdrdf
:/ l——r sen@cos@} df
0 2 0

2
:/ (2 — 8sen20) df = [20 + 4 cos 20]7" = 4,
0



usando el cambio de variables a coordenadas polares.
El teorema de Stokes asegura que

//rotF-NdS:%F-dT,
s c

donde la curva O, frontera de S, viene dada por 22+y? =4, z =0. Una
parametrizacién de C' con la orientacién inducida por la normal exterior
a la esfera es r (t) = (2cost,2sent,0), donde 0 < ¢ < 27. Calculamos

%F~dr:/02FF(r(t))-r’(t) dt

C

27 27
:/ (—2sent,0,0) - (—2sent,2cost,0) dt = 4/ sen’ t dt
0 0

2 . 2T
:4/ 1 —cos2t d—2lp_ sen 2t ~An
0 2 2 0

Para usar el teorema de Gauss, consideramos la superficie S* definida
por 22 +1y? < 4, z = 0. Entonces, la superficie S U S* es la frontera
de la semiesfera V, donde la orientaciéon de S* viene dada por la normal
exterior a la semiesfera. El teorema de la divergencia de Gauss implica

que
//rotF NdS = ///dlv (rot F) dxdydz =0,

SUS*
porque div (rot F') (z,y, z) = 0. En consecuencia,

//rotF NdS = — //rotF NdS.

Parametrizamos la superficie S* (x,y) = (z,y,0), donde 2% + y* < 4.
El producto vectorial fundamental es

i j k
SyxS;y=11 0 0 |=(00,1).
0 1 0
Dado que estd orientado hacia el interior de V', debemos integrar
—rot F' (S™ (z,y)) - S; x S, = —(0,0,1)-(0,0,1) = —1.

El flujo exterior, a través de S*, del rotacional del campo F' es

//rotF NdS = — // dr dy = —4r

x249y2<4

lo que implica el resultado pedido.
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